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Uvodni slovo

Predmeét je koncipovan jako prehledovy kurz v oblasti numerické matematiky. Pfedmét volné
navazuje na predmét z bakalarského studia Numerické metody. Jednim z cilt pfedmétu je po-
skytnout prehled nastroji numerické (nejen) linearni algebry, ktera je vyuzita v metodach
strojového uceni, zpracovani dat, redukce jejich dimensionality, ¢i pfipadné rtiznych statistic-
kych testd casovych fad (napt. hledani kofenti char. polynomit)

Cilem je ziskat nejen obecné pochopeni metod, ale znat i principy jejich implementace a hlavné
schopnost vyuzivat softwarové baliky. Vse proto budeme délat za pouziti volné dostupnych
nastrojt a frameworkt v Pythonu, pfipadné R.



Splnéni kurzu

Zapocet je mozné ziskat za prakticky test (feSeni praktické ulohy na pocitaci). Zkouska je
zaméfena na ovéreni teoretickych znalosti.



1 Stabilita, zdroje zaokrouhlovacich
chyb a jejich vliv

Protoze feseni uloh numerické matematiky probiha na pocitaci a obvykle v aritmetice s ko-
necnou presnosti, je nutné se vénovat vlivu zaokrouhlovacich chyb. Tento vliv je pomérné
znaény a muze mit vliv na samotny proces vypoctu a to z toho dtivodu, Zze obvykle jsou vypo-
Cty iterativni a zaokrouhlovaci chyby se kumuluji.

CILE KAPITOLY

« Reprezentace Cisel v pocitaci - viz zde, v kapitole 1.

« Popis vlivu zaokrouhlovacich chyb na presnost vypoctu - viz zde, zejména kapitola 1.

Ukéazka spatné podminénosti soustav linearnich rovnic je k dispozi zde.

Problematika reprezentace cisel s plovouci fadovou ¢arkou v Pythonu je diskutovana
zde.

@ KLICOVA SLOVA

zaokrouhlovaci chyby, stabilita vypoctu

@ UKOLY

1. Prostudujte sinasledujici typy problémi, které v “bézné” matematice neptisobi problémy

zde.

2. Dohledejte sina internetu nejméneé tti priklady kumulace zaokrouhlovacich chyb a dané
procesy naprogramujte.

@ OTAZKY

1. Proc¢ neni vétsinou vyhodné pouzit Taylorav rozvoj pro vypocet hodnoty dané funkce,
napt. exp.


http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://engrwww.usask.ca/classes/EE/840/notes/ILL_Conditioned%20Systems.pdf
https://docs.python.org/2/tutorial/floatingpoint.html
http://www.seas.ucla.edu/~vandenbe/133A/lectures/stability.pdf

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:

+ Chapat princip problému, které vznikaji zaokrouhlovanim.

« Uvést nékolik konkrétnich nestabilnich uloh.

@ ODKAZY NA LITERATURU

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde, zejména kapi-
tola 1.

- VONDRAK, Vit a Lukas POSPISIL. Numerické metody 1. 2011. [online]: zde, zejména
kapitola 1.

@ MISTO PRO VASE POZNAMKY


http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf

2

PFimé metody pro reseni linearnich
rovnic

Tato kapitola odpovida bodu 2 a 3 sylabu predmétu.

Reseni linearnich rovnic je jednou ze zakladnich tloh numerické matematiky. Potfeba fesit
linearni rovnice vyvstava z technické praxe, kde je tfeba fesit velmi velké systémy rovnic. S
tim se také vaze otazka numerické stability. Pfimé metody pomérné casto trpi na vliv zao-
krouhlovacich chyb. Davod je ten, ze a¢ zde pfimo neni iteracni proce feseni soustav, tak se
itera¢né konstruuje matice ve tvaru vhodném pro feseni a tento proces ovlinuje presnost vypo-
¢tu. Existuji uméle zkonsturované problémy, které bez néjakého stabiliza¢cniho mechanismu,
napf. pivotizace, pro vétsi pocet rovnic presné nespocitate.

CILE KAPITOLY

Gaussova elimina¢ni metoda (GEM) - viz zde, v kapitole 2.
Varianty LU rozkladu pro feseni L. rovnic - viz zde, v kapitole 2.

Aplikace LU rozkladu na vypocet determinantu a inverze matice, tfidiagonalni systém -
viz zde, v kapitole 2.

Variantu LU rozkladu pro positivné definitni matice, tzv. Choleského faktorizace je dis-
kutovana zde zde.

Konstrukce QR dekompozice je popsana zde, ¢i pomoci jiného algoritmu zde.

Balik pro numerickou linearni algebru v Pythonu numpy.linalg - viz zde.

@ KLICOVA SLOVA

primé metody pro soustavy l. rovnic, LU rozklad, QR rozklad

@ UKOLY

1.

2.

Experimentalné ovérte vliv pivotizace pro GEM.

Implementujte vSechny vyse uvedené metody pro feseni linearnich rovnic a jejich sou-
stav. MiiZete se motivovat s implementaci v jazyce C/C++ viz zde.

. Diskutujte rychlost jednotlivych algoritmi pro soustavy o rizné velikosti.

Seznamte se s numpy.linalg - viz zde.


http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
https://sites.math.washington.edu/~morrow/464_15/cholesky.pdf
https://www.math.ucla.edu/~yanovsky/Teaching/Math151B/handouts/GramSchmidt.pdf
http://www.seas.ucla.edu/~vandenbe/133A/lectures/qr.pdf
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.linalg.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
https://numpy.org/doc/stable/reference/routines.linalg.html

@ OTAZKY

1. Jaké jsou podminky existence LU rozkladu ?
2. Jaky vliv ma pivotizace na ¢asovou naro¢nost GEM ?
3. Porovnejte ¢asovou naro¢nost GEM s Gaussovou-Jordanovou elimina¢ni metodou.

4. Jaky vliv maji zaokrouhlovaci chyby na konstrukci QR rozkladu ?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:
« Chapat princip danych metod a jejich vyhody a nevyhody.

« Znat moznosti jejich elementarni implementace.

@ ODKAZY NA LITERATURU

« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody linearni algebry, [online] zde

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde, zejména kapi-
tola 1.

@ MISTO PRO VASE POZNAMKY


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~limpouch/numet/linalg/linalg.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html

@
®

3 Iteracni metody pro reseni linearnich
rovnic

Tato kapitola odpovida bodu 4 a 5 sylabu predmétu.

Klicové pro iteracni metody pro feseni soustav linearnich rovnic je to, ze se konstruuje po-
sloupnost aproximaci feeni x” tak, aby v limité vysledna posoupnost byla fesenim dané sou-
stavy. Podminka, aby limitou itera¢niho procesu bylo feSeni dané soustavy se nazyva pod-
minkou konvergence. Béhem iteracniho procesu tedy dochazi ke zpresnovani feSeni a kazdy
krok iterace metody poskytuje néjaky odhad feseni. To jak rychle dochazi k zpfesnovani se
znaci rychlost konvergence. Pro kazdou z iteracnich metod je tfeba podminky konvergence
specifikovat zvlast a hraje v tom roli i vlastnost matice soustavy, typicky jeji vlastni ¢isla.
Technika jak zlepsit konvergencni proces metody se nazyva predpodminovani a v principu
jde o pfevedeni dané soustavy na jinou, modifikovanou, ktera ma lepsi vlastnosti z pohledu
pouzité metody pro feSeni.

CILE KAPITOLY

Pochopeni zakladnich principt metod :

Zakladni pojmy iteracnich metod: linedarni schéma, stacionarita, konzistence, konvergence
- viz zde, v kapitola tfeti.

Jacobiova, Gaussova-Seidelova metoda, SOR - viz zde, v kapitola 3.2. a zde.

gradientni metoda a metoda sdruzenych gradientt - viz zde, v kapitola 3.3.

princip pfedpodminiovani - viz zde, v kapitola 3.3.3

KLICOVA SLOVA

itera¢ni metody pro soustavy l. rovnic, vlastnosti it. metod, pfedpodminovani
UKOLY
1. Prostudujte implementaci metod v jazyce C/C++ viz zde.

2. Implementujte vSechny vyse uvedené metody pro feseni linearnich rovnic a jejich sou-
stav. Vénujte se i podminkam konvergence a hlavné rychlosti konvergence pro rtzné
velké problémy (n = 10,...,1000). Tedy kromé toho, Ze metody naprogramujete, bu-
dete generovat soustavy rovnic a porovnavat ¢as béhu.

3. Seznamte se metodou scipy.linalg.solve().

10


http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~limpouch/numet/linalg/node17.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy-0.14.0/reference/generated/scipy.linalg.solve.html

@ OTAZKY
1

. Jaky vliv maji vlastni ¢isla matice soustavy na metody: Jacobiova, Gaussova-Seidelova
metoda

2. Jaké jsou podminky konvergence metod (provedte diskusi pro¢ to funguje) ?
3. Co to je pfedpodminovani ?

4. Co to je ¢islo podminénosti matice a jak se spocita ?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:
« Chapat princip danych metod a jejich vyhody a nevyhody a moznosti pouziti.

« Znat moznosti jejich elementarni implementace.

@ ODKAZY NA LITERATURU

« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody linearni algebry, [online] zde

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde, zejména kapi-
tola 1.

« VONDRAK, Vit a Luk4s POSPISIL. Numerické metody 1. 2011. [online]: zde.

@ MISTO PRO VASE POZNAMKY


http://kfe.fjfi.cvut.cz/~limpouch/numet/linalg/linalg.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf

4 Vlastni cisla a jejich vypocet

Tato kapitola odpovida bodu 6 a 7 sylabu predmétu.

V pfedchozim textu jsme vidéli, Ze vlastni ¢isla matice soustavy jsou dilezita pro konvergenci
iteracnich metod pro feseni dané soustavy. Dalsi dilezitou oblasti kde se setkate s vlastnimi
Cisly matic je metoda PCA (Principal Component Analysis) pfi zpracovani dat ve strojovém
uceni, viz dalsi kapitola, nebo pokud je mi znamo tak napf. Google pagerank pouziva vlastni
¢isla pro urceni bodového hodnoceni stranky. Spolu s vlastnimy ¢isly je ¢asto potfebna téz
znalost vlastnich vektort.

Ziskavani vlastnich c¢isel pomoci charakteristické rovnice jsou v pripadé velkych matic ne-
vhodné, nebot vedou na feSeni polynomialnich rovnic vysokého stupné. Zaméfime se proto
na postup vypoctu jednoho vl.¢isla - ¢astecny problém vlastnich c¢isel a vSech vlastnich ¢isel.

Pokud si nepamatujete, co presné vlastni ¢isla jsou, tak kapitola 23 vam to pfipomene.

CILE KAPITOLY

« odhady vlastnich ¢isel matice - Gershgorinovy kruhy, viz kapitola 4.1.1.

« vypocet vlastnich ¢isel z charakteristického polynomu a Krylovova metoda - viz kapitola
4.1.

« Castecny problém vlastnich ¢isel - vypocet dominantniho vl. ¢isla, viz kapitola 4.2.

« uplny problém vlastniho ¢isla - QR iterace, Givensova rotace a Householderova trans-
formace, viz kapitola 4.3.

@ KLICOVA SLOVA

vlastni ¢isla, vlastni vektory, odhady vl. ¢isel, Krylovova metoda, QR iterace,spektrum matice

@ UKOLY

1. Napiste program pro odhad vlastnich ¢isel matice pomoci Gershgorinovych kruht.
2. Implementujte Krylovovu metodu, pro feseni char. polynomu pouZijte numpy.roots.
3. Implementujte mocninnou metodu a jednu z metod pro uplny problém vlastnich ¢isel.

4. Seznamte se s pouzitim metody scipy.linalg.eig.

12


http://spider.ipac.caltech.edu/staff/fmasci/home/astro_refs/PrincipalComponentAnalysis.pdf
http://pi.math.cornell.edu/~mec/Winter2009/RalucaRemus/Lecture3/lecture3.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_algebra.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.roots.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.eig.html

@ OTAZKY
1

. Ukazte pomoci Geshgorinovy véty, ze ostfe diagonalné¢ dominantni matice ma kladna
vlastni ¢isla.

2. Vysvétlete Krylovovu metodu a popiste v ¢em spociva jeji vyhoda ?

3. Vysvétlete rozdil mezi Givensovou rotaci a Householderova transformaci ?

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Jaky je problém pfi pouziti QR algoritmu pomoci Gramova-Schmidtova procesu?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:
« Chapat princip danych metod a jejich vyhody a nevyhody a moznosti pouziti.
« Znat moznosti jejich elementarni implementace.

« Pouzivat metodu scipy.linalg.eig().

® ODKAZY NA LITERATURU

« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody linearni algebry, [online] zde.

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde.

« VONDRAK, Vit a Luka§ POSPISIL. Numerické metody 1. 2011. [online]: zde.

@ MISTO PRO VASE POZNAMKY


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.eig.html
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~limpouch/numet/linalg/linalg.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf

5

SVD rozklad

V predchozim textu jste se seznamili s pouzitim rozkladd na feSeni linearnich rovnic. V pred-
chazejici kapitole jsme se naucili pocitat vlastni ¢isla a vektory matice, jejich aplikaci je mozné
ziskat dalsi tzv. spektralni rozklad matice. Uz v druhé kapitole jsme vidéli, Ze ne vzdy je mozné
rozklad dané (¢tvercové) matice jednoznacné sestrojit. Dale i podminka ¢tvercovosti matice
muze byt omezujici. Existuje vSak jeden rozklad matice A, tzv. singularni rozklad (SVD - Sin-
gular Value Decomposition), ktery muzete sestrojit pro kazdou realnou matici.

Obdobneé z linearni algebry vime, ze pokud ¢tvercova matice neni regularni, tak nelze sestro-
jit inverzni matici. Podobné existuje specialni typ inverze matice, tzv. pseudoinverze matice
(Moore-Penroseovou pseudoinverze). Tuto pseudoinverzi je mozné sestrojit pomoci SVD.

Nyni se budeme muset trochu ponoftit i do linearni algebry.

CILE KAPITOLY

spektralni rozklad matice, viz kapitola 24.

singularni rozklad matice (SVD), viz kapitola 25.6 (Doporucuji vsak precist celou kapi-
tolu).

konstrukce SVD a rtizné pouziti SVD - $patné podminéné soustavy, soustavy s zadnym,
nebo nekoneéné mnoha feSenimi, viz kapitola 2.6.

aplikace SVD pro metdou nejmensich ¢tverct (regrese) -viz kapitola 15.4.

pseudoinverze matice, konstrukce a aplikace na feSeni soustavy rovnic, viz kapitola 25.7.

@ KLICOVA SLOVA

spektralni rozklad, singularni rozklad, pseudoinverze

@ UKOLY

1.

2.

Seznamte se s metodou scipy.linalg.svd().

Vyberte si néktery z dostupnych datasett, viz zde a pomoci SVD provedte linearni re-
gresi.

Pomoci SVD implementujte fesi¢ linearnich rovnic ve smyslu MNC.

Pomoci metod vypoctu vlastnich ¢isel (SVD) implementujte metodu PCA, viz napf. zde.

14


http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_algebra.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_algebra.pdf
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_algebra.pdf
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.svd.html
https://www.kaggle.com/rtatman/datasets-for-regression-analysis
https://www.cc.gatech.edu/~lsong/teaching/CX4240spring16/pca_wall.pdf

@ OTAZKY

1. Proc je lepsi nepouzivat automaticky SVD pro fesSeni soustavy rovnic ?
2. Jaky je rozdil mezi spektralnim a singularnim rozkladem ?
3. Jaka je geometricka interpretace SVD ?

4. jaka je souvislost SVD a ¢isla podminénosti matice?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli:
« Porozumét SVD rozkladu a moznostem jeho pouziti.

« Pouzivat metodu scipy.linalg.svd().

@ ODKAZY NA LITERATURU

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde.

- VONDRAK, Vit a Luk4s POSPISIL. Linearni Algebra. 2012. [online]: zde.

15


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.linalg.svd.html
http://apps.nrbook.com/empanel/index.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/linearni_algebra.pdf

6 Iteracni metody reseni nelinearnich
rovnic a jejich soustav

Hledani kotent rovnice f(x) = 0 je ¢asta iloha matematické analyzy a technickych aplikaci,
pro kterou existuje cela fada nazornych metod. V ptipadé, Ze funkce f(z) je polynom, byva
vyhodné pouzit specialni metody, viz dalsi kapitola. Nékteré z nize probranych metod je mozné
rozsifit na tlohu feSeni soustavy nelinedrnich rovnic F(x) = 0, k tomu je vsak nutné mit
prislusny aparat. Obecné se pouziva iteracnich schémat, kdy polohu kofene bud omezujeme na
néjakém intervalu (v 1D), nebo piimo konstrujeme posloupnost 2*, ktera konverguje k feseni.
Abychom mohli metody pouzit, musi nas zajimat nejen jejich princip, ale hlavné podminky
konvergence, které jsou dany funkeci f. Dalsim kritériem je rychlost konvergence, neboli rad
konvergence. Obecné plati to, Ze neexistuje néjaka vzdy fungujici a presto dostatecné rychla
metoda, spiSe si musime vybrat. Dal$im kritériem je to, zda chceme/muzZeme pouzivat derivace
dané funkce.

CILE KAPITOLY

« separace kofenu v 1D, viz kapitola 2.1.

« zékladni metody pro f(x) = 0 - bisekce a regula falsi a podminky jejich konvergence,
viz kapitola 2.2 a zde.

« Newtonova metoda a metoda prosté iterace pro f(x) = 0 a podminky jejich konver-
gence, viz kapitola 2.3. a 2.4..

« Banachova véta o pevném bodu, fad konvergence, viz napf. zde (projdéte si i udavané
priklady).

« Newtonova metoda a jeji varinty pro F(x) = 0, viz zde a kapitola 2.4.3

@ KLICOVA SLOVA

Newtonova metoda, metoda prosté iterace

@ UKOLY

1. Implementujte vSechny vys$e uvedené metody pro 1D ulohu v Pythonu.

2. Reste nasledujici tlohy (volte piesnost € < 1le™3), pouZijte véechny metody a diskutujte
konvergenci:

« x+sin(z) =0,z >0

16


http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://kfe.fjfi.cvut.cz/~limpouch/numet/nr/nr.html
http://mi21.vsb.cz/sites/mi21.vsb.cz/files/unit/numericke_metody.pdf
http://www.math.umd.edu/~petersd/466/fixedpointnew.pdf
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e« rarctanxy =1

e z+lnxr=0

3. Pomoci Newtonovy metody feste soustavu rovnic, vyzkousejte rizné pocatecni pod-

minky x° = [0.1,0.1], [1, 1], [10, 10]:

exp (22 +y?) —1=0

(6.1)
exp (2 —y*) —1=0

4. Rozhodnéte o konvergenci metody prosté iterace pro tlohu .1

@ OTAZKY

1. Definujte fad konvergence metody. K ¢emu slouzi ?

2. Vyslovte Banachovu vétu o pevném bodé ?

3. Jak velka je chyba v k—tém kroku pomoci metody bisekce ?

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Jak je mozné pouzit Banachovu vétu o pevném bodé na konvergenci Newtonovy me-
tody?

2. Zamyslete se na kombinaci pouziti vice metod zaroven pro zlepseni odhadu kofene.

3. Diskutujte vliv po¢ate¢niho bodu na konvergenci Newtonovy metody v tiloze .1l
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@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:

« Chapat principy fungovani uvedenych metod.
« Provést zakladni implementaci.

« Rozhodnout o vhodnosti pouziti probranych metod na danou ulohu.

@ ODKAZY NA LITERATURU

« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody, [online] zde.

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde.

- VONDRAK, Vit a Luka§ POSPISIL. Numerické metody 1. 2011. [online]: zde.
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7 Hledani kofenii polynomi

cialnich, které vyuzivaji nékteré specifické vlastnosti polynomii. Rozlisujeme, zda hledame
vSechny kofeny daného polynomu, ¢i kofeny majici néjakou specialni vlastnost, napt. kotfen
nejvétsi v absolutni hodnoté (dominantni). Obecny postup hledani kofenti polynomu je nasle-
dujici:

1. Urceni poctu a pfiblizné polohy jednotlivych kofent polynomu P(z).

2. Urceni polohy konkrétniho kofene z;.

3. Vydéleni ptivodniho polynomu P(z) linedrnim faktorem (x — z7), nebo pfipadné kva-
dratickym faktorem, pokud mame k dispozici dva kofeny.

4. Opakujeme od bodu 1 s nové vzniklym polynomem.

Poznamenejme, Ze je nutné mit co nejpresnéjsi odhad kofene z}, jinak polynom vznikly déle-
nim ma jiné kofeny.

CILE KAPITOLY

« Zopakovani zakladnich vlastnosti polynomu, nalezenete zde a pfipadné zde.

« Hornerovo schéma pro vyhodnocovani a déleni polynomu, viz napf. zde.

Metody odhadu poctu kofent a jejich vlastnosti naleznete zde. Detailnéji:

1. Descartovo znaménkové pravidlo zde.
2. Budanova-Fourierova véta zde.
3. Cauchyovo ohraniceni kofent zde.

4. Sturmova véta zde.

« Miillerova metoda a Laguerrova metoda jsou uvedeny zde a kapitola 9.5.

Bernoulliova metoda a dalsi jsou zde.

@ KLICOVA SLOVA

kofeny polynomu, odhad kofent, specialni metody
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@ UKOLY

1. Implementujte metody vyhodnoceni polynomu a déleni polynumii pomoci Hornerova
schématu

2. Implementujte algoritmus pro odhad poctu kofentt pomoci uvedenych vét.
3. Implementujte nejméné dvé metody pro vypocet kofenti polynomu.

4. Seznamte se s balikem numpy.polynomial zde.

@ OTAZKY

1. Jaka je ¢asova naroc¢nost Hornerova schématu ? Odivodnéte.

2. Formulujte véty nutné pro odhad kofent.

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Diskutujte moznost rozsifeni metod na hledani komplexnich kofeni .

2. Jak se pri redukci polynomt projevi komplexni kofen ?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:
« Chapat principy fungovani uvedenych metod.

« Provést zakladni implementaci.

« Rozhodnout o vhodnosti pouziti probranych metod na danou tlohu.

@ ODKAZY NA LITERATURU

« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody, [online] zde.

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde.
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8 Numericka kvadratura

Vypocet urcitého integralu je uloha, kterd ma casté praktické aplikace. Postup bézné pouzi-
vany v matematice spoé¢ival v nalezeni primitivni funkce F'(x) k dané funkci f(x) a pouziti
Newtonovy-Leibnitzovy formule:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a). (8.1)

Bohuzel pro celou fadu dulezitych funkeci, neumime najit primitivni funkce, nebo jsou dané
primitivni funkce vypocetné slozité a vyplati se tedy hodnotu urcitého integralu aproximovat
pomoci numerickych metod.

Jeden ze zakladnich postupt spo¢iva v nahrazeni integrované funkce pomoci interpola¢niho
polynomu L, (z) (pokud si je napamatujete z bakalaiského studia, tak viz kapitola [L0). Ten
zintegrujeme a dostaneme tzv. Newtonovy-Cotesovy vzorce. Jako vylepSeni, minimalné co se
tyCe presnosti, lze povazovat tzv. Gaussovu kvadraturu, kde se za uzlové body berou koreny
specialnich ortogonalnich polynomu. Tyto vzorce muzeme téz aplikovat tak, Ze ptivodni inter-
val < a, b > rozdélime na dil¢i subintervaly a na kazdém z nich pouzijeme dany kvadraturni
vzorec, takto ziskame tzv. slozené kvadraturni vzorce.

Dalsi technikou pouzivanou pro zpfesnéni jsou adaptivni techniky, kde dochazi ke zjemiovani
intervald a tim zpfesnéni vypoctu na zakladé odhadu chyby, napt. metoda polovicniho kroku.

Pro dalsi zpfesnéni vypoctu odhadu integralti je mozné pouzivat jeho odhady pro rizné velké
kroky h (velikost dil¢ich intervalil) a tyto odhady zkombinovat do presnéjsi hodnoty. Toto déla
tzv. Richardsonova extrapolace, resp. Rombergova kvadratura.

Pro pouziti téchto vzorcu je dalezité, aby byla funkce f(z) rozumné definovana v uzlovych
bodech. Vzpomenme si, Ze urcity integral (konecny) mohou mit i funkce, které nabyvaji uvnitt
intervalu < a, b > hodnot +00,—o0 (singularni). Nebo néktera z mezi leZi v nekonec¢nu. Je tedy
nutné se vénovat i témto uloham.

Dalsi dulezita aplikace je vypocet vicerozmérnych integralt, kde je mozné bud ziskané vzorce
zobecnit do vice dimenzi. Coz se déje za pomoci Fubiniovy véty a prislusného kvadraturniho
vzorce a numericka aproximace vicerozmérného integralu se pak pfevadi na “posloupnost”
jednorozmérnych kvadraturnich vzorci. Tento postup je vsak pfi vétsim pocétu dimenzi velmi
vypocetné naroény, proto je mozné pouzit stochastické metody typu Monte Carlo.

CILE KAPITOLY

« Zopakovani zakladnich principt numerické kvadratury Newtonovy-Cotesovy vzorce a
slozené vzorce zde.

« Gaussova kvadratura (kapitola 4.5) zde. Problematika ortogonalnich polynomd je pro-
birana v kapitole [L0.
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Richardsonova extrapolace obecny princip a jeji aplikace na integraci (Rombergova kva-
dratura) kapitola 4.3.

Princip adaptivni integrace, popsan je napf. paragraf 3 zde.
Integraly se singularitou zde a kapitola 4.4 zde
Vicerozmérné integraly 4.6 zde

Principy a aplikace metody Monte Carlo (dikladné 7.6-7.8 zde) a zde kapitola 5.

@ KLICOVA SLOVA

kvadraturni vzorce, Gaussova kvadratura, Rombergova kvadratura, metoda Monte Carlo

@ UKOLY

1.

Implementujte Gaussovu kvadraturu, vstupem je integrovana funkce f(x) a
interval < a,b >

. Implementujte Rombergovu kvadraturu, vstupem je integrovana funkce f(x) a

interval < a,b >

Pomoci vasich implementaci kvadraturnich vzorct feSte (musite substituovat, nebo
vhodné rozdélit):

f 1 \/E
fl dx
. fo e *dx
Funkce I'(z) je definovana I'(x) = [;* "~ 'e~'dt, urcete I'(1),T'(2),I'(3).

Implementujte metodu Monte-Carlo a ovéfte jeji funkénost.

Odvodte a implementujte schéma pro integraci na obdélnikové oblasti pomoci Gaussovy
kvadratury.

Seznamte se s balikem scipy.integrate.quadrature zde.

@ OTAZKY

. Pro¢ je Gaussova kvadratura pfi stejném poctu vyhodnoceni funkce presnéjsi nez N-C

vzorce?

. Vysvétlete co je principem Rombergovy kvadratury.

Vysvétlete co je principem adaptivnich metod. Jak se odhaduje chyba vypoctu ?

Vysvétlete princip metody Monte-Carlo.

. Vysvétlete jak se chova chyba v pfipadé metody Monte Carlo.
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@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:

« Chapat principy fungovani uvedenych metod.

Provést zakladni implementaci.
« Rozhodnout o vhodnosti pouziti probranych metod na danou ulohu.

Prakticky pouzivat sw. knihovny v Pythonu.

@ ODKAZY NA LITERATURU

« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody, [online] zde.

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde.

« VONDRAK, Vit a Luk4s POSPISIL. Numerické metody 1. 2011. [online] zde.
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9 Reseni ODR a jejich soustav

V dal$im uvazujme obycejnou diferencialni rovnici prvniho radu

Y (z) = fz,y(x)), (©.1)

s po¢ate¢ni podminkou y(xy) = yo. Predpokladejme, Ze je splnéna podminka spojitosti funkce
f ve véech proménnych, tento piedpoklad souvisi s jednozaénosti fesitelnosti rovnice P.1, viz
Cauchyho-Peanova véta a Picardova-Lindelofova véta. Analytickym fesenim se rozumi funkce
y(x), ktera vyhovuje rovnici spolu s pocatecni podminkou (p.p.), zatimco numerickym
fesenim rozumime nalezeni hodnot funkce y(z;) v uzlech diskretizace z;. Pfi numerickém
feSeni ODR lze postupovat v podstaté dvéma sméry. Prvnim smérem je to, Ze v rovnici
nahradime levou stranu pomoci nékterého ze schémat pro nahradu derivace. Dostavame tak
napft. Eulerovy metody, Rungeho-Kuttovy metody (RK). Druhym smérem je moZnost prevedeni
rovnice @ na tvar

y(z) = yo + / " F ey, 0.2)

a integral na pravé strané nahradime pomoci kvadraturnich vzorct, timto dostaneme tzv.
Adams-Bashforthovy metody a Adams-Moultonovy metody.

V obou vyse uvedenych technikach, mtzeme rozliSovat, zda po nahrazeni levé, ¢i pravé
strany, hodnotu y(x;) explicitné spo¢teme z hodnot pfedchazejicich y(x;_1),y(x;_2), . . .. Nebo
dostavame numerické schéma (rovnici), kde hodnota y(z;) je na obou strandch rovnice
y(x;) = g(y(z), y(xi_1),y(z;—2),...). Schéma v druhém piipadé se pak nazyva implicitni a
danou rovnici je nutné numericky fesit pro nalezeni y(z;). Pfipadné je mozné obé schémata
zkombinovat a ziskat tak metodu typu prediktor-korektor.

Déle rozlisujeme, zda hodnota y(z;) zavisi na bezprostiedné predchéazejici hodnoté y(z;_1),
takové schéma nazyvame jednokrokové, ¢i na vice hodnotach, v tomto pripadé jej nazyvame
vicekrokove.

V piipadé, Ze potiebujeme resit ODR vyssiho fadu néz jedna, tak je mozné je prevést na sou-
stavu ODR a tu fesit vySe uvedenymi metodami.

CILE KAPITOLY

« Jednokrokové explicitni metody (Eulerova metoda a RK metody) a jejich chyby kapitola
8.1 a zde.

Bulirsch-Stoerova metoda kapitola 16.4. zde a zde.

Vicekrokové metody a metoda prediktor-korektor kapitola 8.2 a zde.

Soustavy diferencialnich rovnic kapitola 8.3

Stiff systémy kapitola 16.6. zde a zde.
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@ KLICOVA SLOVA

Eulerova metoda, RK metody, vicekrokové metody, soustavy ODR

(D UKOLY

1. Implementujte Eulerovu metodu (dopfednou) a RK2/RK4 metodu a metodu prediktor-
korektor. Reste pomoci nich rovnici /' (z) = y + xy?, s p.p. y(0) = 1 (piesné feseni je
y(x) = ﬁ) Zkoumejte vliv velikosti kroku A na chybu.

2. Implementujte model slune¢ni soustavy uvedeny zde
3. Seznamte se s balikem scipy.integrate.odeint.
4. Reste pomoci vyse uvedené knihovny tzv. Lotkiv-Volterrtiv model zde.

5. Reste pomoci vyse uvedené knihovny epidemiologické modely (SI, SIR, SIRS) zde.

@ OTAZKY

. Odvodte metodu Eulerovu metodu a metodu RK2 a vysvétlete jejich princip.
2. Co to je lokalni a globalni diskretizac¢ni chyba a fad metody ?

3. Vysvétlete rozdil mezi explicitnim a implicitnim schématem ? Jaké jsou vlastnosti obou
typt metod?

4. Vysvétlete pouziti metod prediktor-korektor?

5. Vysvétlete co jsou to stiff systémy.

@ OTAZKY

1. Pro¢ neni vhodné pouzivat metody nizkého fadu s velmi nizkym krokem h? Uvedte vice
davodu.

2. Co to je A-stabilita ?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:
+ Chapat principy fungovani uvedenych metod.
« Provést zakladni implementaci.
« Rozhodnout o vhodnosti pouziti probranych metod na danou dlohu.

« Prakticky pouzivat sw. knihovny v Pythonu.

@ ODKAZY NA LITERATURU
« LIMPOUCH, Jifi, Numerické metody, [online] zde.

« PRESS, William H. Numerical recipes: the art of scientific computing. 3rd ed. Cambridge:
Cambridge University Press, 2007. ISBN 978-0-521-88407-5. [online] zde.

- VONDRAK, Vit a Luka§ POSPISIL. Numerické metody 1. 2011. [online] zde.
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10 Aproximace a interpolace funkci

Méjme dany dvojice hodnot z;,y;, pak tlohou interpolace rozumime sestrojeni takové
fukce f(z), pro kterou jsou splnény podminky interpolace f(x;) = y;,1 = 0,...,n.V pfipadé,
Ze nam postacuje, aby f(z;) mélo pouze ptfibliznou hodnotu y; (tedy f(z;) ~ y;,i =0,...,n),
pak takovou tlohu budeme nazyvat #lohou aproximace. Jednotlivé metody se lisi v tom, jak je
kvalita aproximace méfena, viz napf. metoda nejmensich ctvercii.

Obecné se pro nahradu funkce pouzivaji polynomy, trigonometrické polynomy, racionalni lo-
mené funkce, spline funkceﬂ.Interpolace, ¢i aproximace se pouziva, chceme-li z néjakého du-
vodu nahradit ptivodni funkci za jinou, ktera ma “lepsi” vlastnosti. Pfikladem lepsich vlastnosti
muze byt napt. nahrada ptvodni funkce pomoci polynomu, ktery se nam snadno integruje.

CILE KAPITOLY

Opakovani - Lagrangeova a Newtonova interpolace kapitola 5.1-5.3.
Opakovani - aproximace a metoda nejmensich ctvercii - kapitola 6-6.1..
Problematika ortogonalnich funkci a polynom a jejich konstrukce kapitola 6.2..

Princip interpolace pomoci Cebysevovych polynomt je uveden zde, detailnéji véetné
ruznych jejich dalsich vlastnosti zde.

Interpolace pomoci trigonometrickych polynomu kapitola 5.4 a racionalni lomenou
funkci zde .

Interpolace pomoci spline funkei kapitola 5.5 - 5.6.
Padeova aproximace kapitola 5.12.

Cebysevovské aproximace a princip Remezova algoritmu zde.

@ KLICOVA SLOVA

interpolace, aproximace, spline funkce,

@ UKOLY

1.

Implementujte program pro interpolaci, kde vstupem je soustava dvojic bodu (z;, y;) a
body, ve kterych nas interpolace zajima. Program provede interpolaci pomoci interpo-
la¢niho polynomu a pomoci kubické spline funkce. Vystupem bude vyhodnoceny po-
lynom v zadanych bodech. V ptipadé polynomu pouzijte Aitkenovo-Nevillovo schéma
pro vyhodnoceni polynomu v bodé zde.

1Po ¢astech spojité polynomy
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@ OTAZKY
1

. Ovéfte chovani Vaseho programu na funkci f(x) =

ﬁ (Rungova tloha). Volte ekvi-
distantni uzly na intervalu < —1, 1 > a uzly které jsou kofeny Cebysevovych polynomdl.
Diskutujte i vliv poc¢tu uzla interpolace.

. Implementujte Bulirschiiv-Stoertiv algoritmus pro interpolaci pomoci racionalni lomené

funkce kapitola 3.2.

Na datasetu s prodeji zde, provedte extrapolaci pro odhad prodeju za posledni tii mésice
a porovnejte s realitou.

. Seznamte se s balikem scipy.interpolate.

Pomoci metody nejmensich ¢tverct za pouziti trigonometrickych polynomu prolozte
nasledujici data zde (cca 10 let denniho méfeni teploty). Pfipadné mtzete pouzit funkci
z scipy.optimize.curve_fit.

. Na ¢em zavisi chyba pfi Lagrangeové interpolaci a jak je ji mozné zmensit?

2.

Porovnejte pouziti Lagrangeovy interpolace a kubického spline pro velky pocet uzlo-
vych bodu.

.V ¢em spociva vyhoda pouziti racionalnich lomenych funkci pfed polynomy?

Jaké znate zptisoby méfeni chyby pfi aproximaci ?

Je mozné pomoci metody nejmensich ¢tverci i interpolovat ?

@ SHRNUTI

Po prostudovani byste méli byt schopni:

Chapat principy fungovani uvedenych metod.
Provést zakladni implementaci.
Rozhodnout o vhodnosti pouziti probranych metod na danou tlohu.

Prakticky pouzivat sw. knihovny v Pythonu.
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