Teoretické zaklady informatiky II, 2. semestr, dotace 2/1
podrobny sylabus

Martin Kufril

Uvod

Tento text ma slouzit studentim jako pomiicka pii studiu predmétu Teoretické zaklady infor-
matiky II. Je urcen pfedevsin studentiim kombinované formy studia. Samoziejmé vSak mtize,
doufam, pomoci i komukoli jinému.

Na konci, v ¢asti 8, najdete pro informaci sylabus pfedmétu Teoretické zaklady informatiky
IT rozdéleny do jednotlivych tydnt. Toto rozdéleni se pochopitelné tyka predevsim studentii
prezenc¢ni formy studia.

V castech 1 — 7 najdete latku obsazenou v sylabu a ve stejném potadi, v jakém je fazena v
sylabu, avsak seskupenou do tematickych celki.

Jednotlivé ¢asti textu jsou dvojiho typu: Nékdy je latka prezentovana formou strucného
vykladu, véetné nékolika ptikladd. Jindy jsou uvedeny odkazy na literaturu — kam se podivat
a co si preCist a promyslet, abyste se seznamili s probiranou latkou (nékdy jsou uvedeny i
alternativni odkazy na literaturu).

Literatura, na kterou odkazuji, je uvedena na konci textu, v sekci Reference.

Vykladové c¢asti jsou zaloZeny predevsim na nasledujici knize:

Jozet Gruska, Foundations of Computing. International Thomson Computer Press, 1997.

Z této knihy jsou prevzaty mnohé formulace tvrzeni a vét a také mnohé priklady.
Pokud je ¢tenar vyzvan k tomu, aby si samostatné nékde néco precetl (nastudoval), pak je
povétsinou odkézan na vyukovy text

Petr Hlinény, Zdklady teorie grafi pro (nejen) informatiky. Fakulta Informatiky, Masarykova
Univerzita, 2010.
https://is.muni.cz/do/1499/el/estud/fi/js10/grafy/Grafy-text10.pdf

Vyhodou tohoto textu je, Ze je psan cesky a Ze je voln€ dostupny na internetu. Je primarné
zameéfeny pro potieby studentii informatickych oborti na vysokych skolach — coz jste pravdé-
podobné také vy (je ale dobfe pfistupny i ne-informatikim).

Nékteré odkazy, zvlasté alternativni, smétuji ke knize



Jifi Matousek, Jaroslav Nesettil, Kapitoly z diskrétni matematiky. Karolinum, Praha, 2002.

Jde o vybornou knihu, kterd jiz vysla v nékolika vydanich (naposled, pokud vim, roku 2010).
O kvalité knihy svédci také fakt, ze byla prelozena do angli¢tiny a pod nazvem Invitation
to Discrete Mathematics také jiz vysla nejméné ve dvou vydanich. Kniha je zaméfena vice
matematicky nez informaticky; doporucit ji mohu predevsim tém, kdo maji zdjem o prohloubeni
znalosti.

Na zavér bych jesté chtél upozornit na knihu

Ronald L. Graham, Donald E. Knuth, Oren Patashnik, Concrete Mathematics. Addison —
Wesley Publishing Company, 1989.

Je to velmi dobra kniha. Nikde na ni v textu neodkazuji. Upozornuji ted na ni proto, Ze
pro pfipadné zajemce obsahuje dalekosahlé rozsiteni latky prvnich ¢ty kapitol naseho textu;
obsahuje také velké mnozstvi cviceni, a to rizné obtiznosti, od tloh pro zahtrati az po ulohy
velmi obtizné.

Nezapomente na to, ze pokud budete na univerzité studovat, pak budete mit svého konkrét-
niho vyucujiciho tohoto predmétu. V kontaktni ¢asti vyuky vam nekterou ¢ast latky vylozi sam,
miize vam dat jiné odkazy na literaturu, nez jsou ty zde uvedené, mizete s nim konzultovat.

Toto je prvni verze textu. Budou asi nasledovat verze dalsi, snad lepsi. Jisté v textu najdete
néjaké chyby, nepresnosti, .... Omlouvam se za né a budu rad, kdyz mi o nich date védét.
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1 Zakladni metody reseni rekurenci

1.1 Priklady

Volné feceno, rekurence je systém rovnosti nebo nerovnosti, které popisuji funkci pomoci jejich
hodnot pro mensi vstupy.

Piiklad 1.1.1 (Problém Hanojskych vézi) Jsou dany tii tycky A,B,C, a n krouzki, které
jsou navleceny v poradi klesajicitho priméru na tyc¢i A, zatimco ostatni dvé tyce jsou prazdné
(viz obréazek 1 pro n = 4). Ukolem je premistit krouzky z A na B, mozna s pouzitim C, takovym
zpusobem, Ze v jednom kroku je pfemistén jen jeden krouzek a nikdy neni krouzek polozen na
krouzek mensiho primeéru.

Obrazek 1
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Existuje jednoduchy rekurzivni algoritmus pro feseni problému Hanojskych vézi.

Algoritmus 1.1.2. (Problém Hanojskych vézi — rekurzivni algoritmus)
1. Pfesunn n — 1 hornich krouzkt z A na C.
2. Pfesun nejvétsi krouzek z A na B.
3. Piesun n — 1 krouzki z C na B.

Korektnost algoritmu je ziejmé. Pocet pfesuni jednotlivych krouzkit ozna¢me T'(n). Pro
hodnotu 7'(n) plati rovnosti

] 1 pokud n =1
T(n)—{ 2T'(n—1)+1 pokud n>1

Dostali jsme rekurenci pro funkei T'(n).

Uvazujme nasledujici modifikaci problému Hanojskych vézi. Cil je stejny, neni vSak dovoleno
presouvat krouzky z A na B a z B na A. V tomto pfipadé také existuje jednoduchy rekurzivni
algoritmus (promyslete si jej!); pocet presunii jednotlivych krouzka v tomto pfipadé oznac¢me
T'(n). Dostaneme rekurenci

o ]2 pokud n =1
T<n)_{3T’(n—1)—i—2 pokud n > 1

Analyza slozitosti vede na rekurence vzdy, kdyz jsou algoritmy navrZzeny s vyuzitim metody
rozdél a panuj.

Piiklad 1.1.3. Casto lze efektivné vyiesit algoritmicky problém P rozméru n = ¢ (c, i jsou
cela ¢isla, ¢ > 2, ¢ > 0) pomoci nasledujici rekurzivni metody, kde a, by, by a d jsou kladné
konstanty (a je navic celé):

1. Rozloz problém P, v ¢ase bin, na a podproblémi téhoZ typu a rozméru 2.
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2. Vyftes vSechny podproblémy rekurzivné, s vyuzitim téze metody.
3. Sloz, v ¢ase byn, feseni problému P z feseni vSech jeho podproblémii.

Pro ¢asové naroky T'(n) vysledného algoritmu méame rekurenci

[ d pokud n =1
T(n) = { aT (%) 4+ bin +byn pokud n > 1

1.2 Substituéni metoda

Vzdy je vhodné zacit vypoctem nekolika prvnich hodnot nezndmé funkce. To ¢asto pomiize
1. uhodnout feseni

2. ovérit ziskané feseni

Piiklad 1.2.1. Pro nezndmé funkce T'(n) (viz problém Hanojskych vézi) a T'(n) (viz modifi-
kovany problém Hanojskych vézi) dostaneme

n 1123 4] 5 6 7 8 9 10
Tn) 13| 7 |15| 31 | 63 | 127 | 255 | 511 1023
T'(n) |2]8]26|80|242 | 728 | 2186 | 6560 | 19682 | 59048

Diky tabulce snadno uhodneme, ze T'(n) = 2" — 1 a T'(n) = 3™ — 1. Samoziejmé, nase
odhady musime dokéazat. A k tomu pravé muzeme vyuzit substitu¢ni metodu — dosadime do
rekurence.

Piiklad 1.2.2. (Problém Hanojskych vézi) Ukazeme, ze nas odhad T'(n) = 2" — 1 je
v potadku. Piedné, T(1) = 2! — 1 = 2 — 1 = 1. Necht nyni n je celé ¢islo, n > 1. Pak
2T (n—1)+1=2- (2" = 1)+1=2-20"1-241=2"—1="T(n).

Obdobné muzeme ukézat, ze 7"(n) = 3" — 1 je spravné feseni pro modifikovany problém

Hanojskych vézi.

1.3 TIteradéni metoda

Iteraci rekurence miizeme casto rekurenci prevést na sumaci, kterou mozna snadnéji vypocteme
¢i odhadneme.



Priklad 1.3.1. Iteraci rekurence pro modifikovany problém Hanojskych vézi dostaneme:

T'(n) = 3T"(n—1)+2
= 337"(n—2)+2)+2
= 3T"(n—2)+3-2+2
= 3BT’ (n—3)+2)+3-2+2
= 3T (n—-3)+3>-2+3-2+2

= 3T (= (n—1)+3"%- 24 +32.24+3-2+2
_ Sn—lT/(1)+3n—2,2+...+32-2+3'2+2
— 3 l.943"2.94...432.243.242
= (343" P4 437 4341)-2
3n—1

= 2
2

= 31

Priklad 1.3.2. Iteraci rekurence

b pokud n =1
Tn) = { al(%)+0bn pokud n=c >1

(klademe b = by + by a predpokladdme, Ze b = d) ziskané analyzou algoritmu rozdél a panuj



dostaneme

Takze

e Piipad 1, a < : T'(n) =

divod: suma ., (2)” konverguje, Zo<]( )j =8 1 < Y ocjctonn (%)] < s, bn

T(n) < (bs)n.

e Piipad 2, a =c: T'(n) =

T () +n
(T( ) >+bn

T( >+ n—+ bn

o (a7 (5) +b5) +bn= +bn
T( )+bn<%)2+bn%+bn

ZT( )—i—bn(i)i_l+---+bn<%>2+bn%+bn

1—1 a 2 a
a'T (1) + bn <—> +--+bn <—> + bn— +bn
c c c
. i—1 2
a%—i—bn(g) +'--+bn<g) +bng+bn
c c c
i i1 2
bn<g> —l—bn(g) —i—---—l—bn(g) +bnS 4 bn
c c c c
a\t a\i—1 a\? a
bn<(—> +(2) 4+ (5) +—+1>
c c c c
a\J
b z
3 (2)
0<5<e

m 3 (3

0<j<log. n
O(n)

©(nlogn)

davod: T'(n) = bn(1 +log.n) a pron > c: log.n < 1+ log,.n < log,n + log.n < 2log.n,

bnlog.n < bn(l+log,n) < bn-2log.n, bnlog.n < T(n) < 2bnlog,n, bnlog,. 10 -logn
T(n) < 2bnlog, 10 -logn, (blog,10)(nlogn) < T'(n) <

e Piipad 3, a > c: T'(n) = |
Ao T(0) = 00Ty (3 2 00 (2)™" = bnfes = et

e (nlogC a)

loge n

C

(2blog,. 10)(nlogn)

— balogc n

<



)logC n+1 log. n+1

a
c

balogcalog,n — bnlogca7 T(n) _ anOSjglog n(g)j _ bn(% 1 < bn<

- a_1 == N . =
a c = o
b log.n
TN (9) e = baplogca celkem bnloe-? < T'(n) < —abfcnlogc“
(&

c a—c

Pouzili jsme zde ©-notaci; o ni si muzete precist v kapitole 3 Asymptotika. Vsimnéte si,
ze Casové naroky algoritmu rozdél a panuj zavisi pouze na poméru ¢, a ne na problému, ktery
feSime ani na vypocetnim zafizeni, které pouzivame, ovSem za predpokladu, ze dekompozice a
kompozice vyzaduji pouze linearni cas.

1.4 Redukce na algebraické rovnice

Velka tiida rekurenci, tzv. homogenni linearni rekurence, mize byt vyfesena redukeci na
algebraické rovnice. Nez budeme prezentovat obecnou metodu, ukazeme zakladni myslenku na
prikladé.

Piiklad 1.4.1. (Fibonacciho ¢isla) Leonardo Fibonacci v roce 1202 zavedl posloupnost ¢isel
definovanou rekurenci

Fy =0, F; =1 (pocéate¢ni podminky)
F, = F, 1+ F,_5 pro n > 2 (induktivni rovnice)
Fibonacciho cisla tvori jednu z nejzajimavéjsich posloupnosti prirozenych cisel:
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, . ..

Je pfirozené se ptat, zda pro dané kladné celé ¢islo n mtuzeme urcit F,, bez pocitani F; pro
vsSechna celd ¢isla 7, 0 < ¢ < n. Tedy: mizeme najit explicitni formuli pro F,?

Pokusme se nejprve najit feseni induktivni rovnice ve tvaru F,, = ", kde r je zatim neznama
konstanta. Pfedpokladejme, ze v vyhovuje induktivni rovnici. Pak

,r,n _ rn—l + rn—2

pro vSechna celd ¢isla n, n > 2. Jisté je r # 0 (pro r = 0 dostaneme posloupnost samych nul);
vydélenim &islem "2 dostaneme
rP=r+4+1

Tato rovnice mé dva koteny:

S
S

1+
2

T = , T =



Bohuzel zadna z funkei 77, 75 nespliiuje pocatecni podminky. Nastésti kazd4a linedrni kombinace
Ay + pry vyhovuje induktivni rovnici:
APty ™) + (A2 %) = AT ) (g )
= NP3+ 1) Fprd 2y + 1)

_ n—2.2 n—2_2
= {7 r] 4 pry oy
— n n
= A\ + prg

Jestlize se podaii najit A\ a p tak, aby byly splnény také pocatec¢ni podminky, tj.
M)+ pury =0, Ar{ + pry = 1

— n n
pak bude F,, = Ar] + pry.
Cisla A a p snadno najdeme vyfesenim systému dvou linearnich rovnic o dvou neznadmych.
Dostaneme

1

)\ = — = —

SRV

a tedy
1 1++/5 1—+/5
F, = — —
NG 2 2

Protose %5( <1, je lim, o (1-;5 ) — 0, takze dostévAme piiblizné vyjadient:

F, =

1 (1445
VAU

n
) pro n — oo

Metodu pouzitou v predchozim piikladé nyni zobecnime.Uvazme homogenni linearni
rekurenci, to znamena rekurenci, kde hodnota funkce je vyjadfena linearni kombinaci pevné
daného poctu jejich hodnot pro mensi argumenty:

Up, = A Up—1 + AoUp—o + - -+ + QxUy_k pro n > k (induktivni rovnice)
u; = b; pro 0 < i < k (pocatecni podminky)

kde k je kladné celé ¢islo, ay,...,ax a by, ..., bx_1 jsou konstanty (komplexni ¢&isla).
Polynom
P(r)=r"—(ar" ' +apr" 2+t ap) =r" — Z a;rt!
1<j<k
se nazyva charakteristicky polynom induktivni rovnice a P(r) = 0 je jeji charakteris-
ticka rovnice. Kofeny charakteristického polynomu se nazyvaji charakteristické kofeny



induktivni rovnice. Nasledujici véta ukazuje, ze vzdy mizeme najit feSeni homogenni linearni
rekurence, zname-li charakteristické koreny.

Véta 1.4.2.

1. Jestlize charakteristickd rovnice P(r) = 0 md k vzdjemné riznych koteni ry,... 1y, pak
homogenni linearni rekurence md resent

_ T
Uy = E /\]rj
1<j<k
kde \; jsou Teseni systému linedrnich rovnic

bi= Y ANrl, 0<i<k

1<j<k

2. Jestlize charakteristickd rovnice P(r) = 0 md p vzdjemné ruznijch kotentiry, ..., ry, p <k,

a koren rj, 1 < j < p, md ndasobnost m;, pak rj, nrj, nQT;-‘, e nmj_lr;‘ jsou resent
induktiont rovnice a existuje reseni splnujici pocatecni podminky, které ma tvar

Up = Z Pj(n)r}

1<j<p

kde kaZdé P;(n) je polynom stupné m; — 1, jehoZ koeficienty lze ziskat TeSenim systému
linedarnich rovnic
bi= Y P, 0<i<k
1<j<p

DUKAZ.

. - . . Bt v . ) . P
1. Nejprve ukézeme, ze u,, = ), <j<k Ajri je FeSenim induktivni rovnice pro libovolna cisla
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A1, ..., A\x. Necht n je celé ¢islo, n > k. Pocitejme:

§ -1 § : —k
a1Up—1 + -+ ApUp— = Qa1 /\j?";-l + -+ Qg /\j?”;L

1<j<k 1<j<k
o n—1 n—k
= E al)\JT] + -4 E ak)\ﬂ“]
1<j<k 1<j<k
n—1 n—k
= E al)\jrj + e+ ak)\jrj
1<j<k
—k k—1
= E A a4+ ap)
1<j<k
— n—k .k
= E )\]rj T
1<j<k
— T
= E AT
1<j<k
= UTL

Staci jiz jen ukéazat, Ze systém linearnich rovnic (s neznamymi \;)

b= Y Nrh 0<i<k

1<j<k
ma Teseni. Matice systému ma tvar
1 1 1
1 L) Tk
r? oyl r?
k=1 k-1 k—1
T Ty Tk

To je zndma matice z linearni algebry, totiz Vandermondova matice, jejiz determinant je

roven
II ¢—=ry#0
1<i<j<k
(je tfeba si pfipomenout, Ze Cisla rq,..., 7 jsou vzajemné ruznd). Matice soustavy ma
nenulovy determinant, takze soustava ma presné jedno feSeni — hledana cisla A, ..., \g

existuji a jsou urcena jednoznacné.

2. Dtikaz druhé casti véty je znacné technicky a nebudeme jej provadét. Zakladni ideu dikazu
1ze najit v knize [3], Theorem 1.2.13 (strana 12). Viz také Tvrzeni 10.3.1 (strana 308) v
knize [9].
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Pouziti Véty 1.4.2. ukdzeme na dvou ptikladech.
Priklad 1.4.3. VyfeSime rekurenci
Up = 3un—1 - 2un—27 n Z 2) Uy = Oa Uy = 1

Charakteristickd rovnice 72 = 3r — 2 mé kofeny r; = 1 a ry = 2, takie u, = A\ - 1" + Xy - 27 =
A1+ Ag - 27 Hodnoty A;, A zjistime vyfesenim systému rovnic 0 = A\; + Xy - 2%, 1 = \| + Ay - 21,
tedy 0 = Ay + Ao, 1 = A\; + 2)X5. Dostaneme A\ = —1, Ay = 1, coz dava u,, = 2" — 1.

Priklad 1.4.4. VyfeSime rekurenci
Up = 5Un_1 - 8un—2 + 4un—37 n 2 37“0 = O) Uy = _17 Uy = 2

Charakteristickd rovnice r* = 52 — 8 + 4 méa kofeny r; = 1 nasobnosti m; = 1 a ry = 2
nasobnosti my = 2. Je tedy w, = Pi(n) - 1" + Pa(n) - 2" = Pi(n) + Py(n) - 2", kde Pi(n)
je polynom stupné m; — 1 = 0, P»(n) je polynom stupné my — 1 = 1. Necht P;(n) = a,
Py(n) = b+ cn. Hodnoty a,b, ¢ zjistime vyfeSenim systému rovnic 0 = P;(0) + P(0) - 2°,
—1=P(1)+P(1)-2,2=P(2)+ P(2)-2%, tedy 0=a+ (b+c¢-0)-1, -1 =a+ (b+c-1)-2,
2=a+(b+c-2)-4,tedy0=a+b, =1 = a+ 2b+ 2¢, 2 = a + 4b + 8c. Dostaneme a = 6,
b=—6,c=2atedy u, =6+ (—6+ 3n)- 2"

2 Specialni funkce

2.1 Funkce dolni a horni celé ¢asti

Existuji dvé zdkladni funkce, které prevadéji realnd ¢isla na celd. Necht z je realné ¢islo. Defi-
nujeme

dolni celd ¢ast: || — nejvétsi celé ¢islo < x
horni celd ¢ast: [x]| — nejmensi celé ¢islo > x

Napriklad
13,14] =3 =|3,75], |-3,14] = =4 =[-3,75]

[3,14] =4 = [3,75], [-3,14] = —3 = [—3,75]

Snadno se ovéfi nasledujici zékladni vlastnosti funkei dolni a horni celd ¢ast (x oznacuje
libovolné realné ¢islo):

lx+n]=|x]+nalx+n]=][x]+n, pokud n je celé ¢&islo
|z] =z & x je celé ¢islo & [z] =«

12



r—1<|z]<z<[|zr]<z+1
[—z] = —[z] a[-z] = —[z]
< [2] 4[5 <1e

(%w = L”THJ pro kazdé celé ¢islo n

0 pokud z € Z
l#] = =] = { 1 jinak
Vyrazy, které obsahuji vice vyskytt funkci dolni a horni celd c¢ast, obvykle neni snadné
zpracovat. Je proto prirozené se ptat, zda miZzeme nékteré z vyskytl téchto funkci z vyrazu
odstranit, ovSem bez vlivu na hodnotu vyrazu. P¥ipad | [z]] je jasny. Je to jiz méné jasné, pokud
chceme zjednodusit vyrazy jako tieba |4/|z|]. K témto Gpravam se mize hodit nésledujici

tvrzeni.

Tvrzeni 2.1.1. Necht f(x) je spojitd rostouct funkce spliiujici: jestlize f(x) je celé ¢islo, pak
x je také celé cislo. Pak

(L)) = L)) a [f(TeD)] = [f(2)]

Turzent plati i pro funkci s definicnim oborem (c,4+00), kde c je celé ¢islo.

DUKAZ. Rovnost dokéZeme jen pro pripad dolni celé ¢asti. Dukaz pro horni celou ¢éast je
obdobny. Je |z] < x, takze f(|z]|) < f(z), protoze funkce f(z) je rostouci. Pak | f(|z])| <
[f(x)]. Pfedpokladejme, ze | f([x])] # |f(x)]. Pak | f([z])] < [f(z)] (pak ovSem |z] < z).
To znamend, ze existuje celé ¢islo a takové, ze f(|x]) < a < f(z). Protoze funkce f(z) je
spojita, existuje y takové, ze || <y <z, f(y) = a. Protoze a je celé &islo, je také y celé ¢islo.
Ptipomenime, Ze |z| < y < . Dostali jsme spor. Nutné tedy | f(|z])] = [ f(z)].

Vezméme napiiklad funkci y/z. Tato funkce je na intervalu (0, +o00) rostouci, spojita a pokud
Vv je celé ¢islo, je také x celé ¢islo. Z Tvrzeni 2.1.1. pak plyne, Ze pro kazdé nezaporné realné
¢islo x je |\/|z]]| = [v/z]. Obdobné, pro kazdé redlné ¢islo x, z > 1, je |log|z]| | = [logx].

2.2 Logaritmy

Logaritmicka funkce log, x, kde a je redlné Cislo, a > 1, je spojita a rostouci pro x > 1. Jestlize
a je celé ¢islo, pak log, z nabyva celoc¢iselnych hodnot pouze pro cela z. Dle Tvrzeni 2.1.1. pak
pro v8echna redlnd ¢isla x, x > 1, je [log,[z]] = [log, z] a |log,|x] ]| = |log, x].

Logaritmické funkce se zakladem 2, e a 10 se vyskytuji tak casto, ze se pro né pouziva
specielni znaceni:
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lgn = logyn (binarni logaritmus)

Inn = log,n (pfirozeny logaritmus)
logn = logyn (dekadicky logaritmus)
Pro vsechna kladna reélna ¢isla x, a, b, a # 1, b # 1, plati:
1
log, x = o8y ¥
log, a

Za zminku stoji nékteré dulezité interpretace binarnich logaritmu: [lg(n + 1)] je pocet bitt
v binéarni reprezentaci kladného celého ¢isla n; [lgn| je minimalni hloubka bindrniho stromu
s n listy; [lgn] je pocet paralelnich krokt pii vypoctu xq o xg 0 --- o x,, kde o je asociativni
binarni operace.

Casto se setkdme také s mocninami a kompozicemi logaritmickych funkei. Pro né se pouziva
nésledujici notace (n je libovolné kladné realné ¢islo, k je libovolné kladné celé ¢islo):

lgfn = (lgn)*,
lglgn = lg(lgn), pokud lgn >0

lglglgn = lg(lg(lgn)), pokud existuje lg(lgn) > 0
lg(o)n - n
Ig®n = lglg...lgn, pokud existuje lg* Y n >0
——

k

Ptibuznou funkci je iterovany logaritmus:
lg"n =min{i € Z| i > 0, Ig¥n < 1}
Tato funkce roste velmi pomalu:
lg"2 =1, lg*4 =2, 1g" 16 = 3, 1g* 65536 = 4, 1g* 209536 =5

Pfitom &islo 26°336 je obrovské, k jeho zapisu v desitkové soustavé potiebujene vice nez 19600

cifer. Avsak také funkce lglgn a lglglgn rostou velmi pomalu, naptiklad
Iglg 265736 = 16, 1glglg 29°9%¢ = 4

Inverzni funkei k funkei pfirozeny logaritmus je funkce e* (nékdy se znaci exp(x)).

2.3 Binomické koeficienty

Necht n je redlné &slo, k je celé ¢slo. Binomicky koeficient (7) (¢teme ”n nad k”) definujeme

néasledovneé:
0 k<0

(") 1 k=0
k n(n—1)..(n=k+1) 1. o

k(k—1)..1
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Jestlize k,n jsou cela cisla, 0 < k < n, pak (Z) je pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové
mnoziny.
Diilezita je binomicka véta: pro vSechna nezaporna celd ¢isla n plati

(x+y)"= > (:) hyr

0<k<n

Uvedeme nyni nékolik dilezitych identit pro binomické koeficienty. Lze je snadno dokézat
s vyuzitim definice. Jejich znalost umoznuje zjednodusovat pomérné komplikované vyrazy a
sumy.

1. Necht n je nezdporné celé ¢islo a k je celé ¢islo. Pak
ny n
k) \n—k
2. Necht n je realné ¢islo a k je celé ¢islo. Pak
n—1 n n—1
E—1 k
3. Necht k a n jsou celd ¢isla, 0 < k < n. Pak
n\ n!
k) kl(n—k)
4. Necht n je realné ¢islo a k je celé ¢islo, k # 0. Pak
n\ n(n-—1
k) k\k—-1
Priklad 2.3.1. Dosazenim x = y = 1 do binomické véty dostaneme, Ze pro kazdé nezdporné

celé cislo n je
(M) (T )+ () =
0 1 n—1 n)

Priklad 2.3.2. Dalsi zajimavé identity ziskdme opakovanym pouzitim zakladni identity (”_1) +

) = )

Budeme opakované rozvijet prvni s¢itanec. Necht & je nezaporné celé ¢islo. Dostaneme:

(+)
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) = G ()
= () ) ()
= (29 G2+ o)+ 6)
= () GGG ()
= (k) Go) G ) e (o) o)+ 6)
= (L)) ) e 2D G2 ()

0
) () 60+ ()
= ()T () ) )
Polozime m = n — k a dostaneme
()« () () e () - () = ()

Pro kaZdé redlne cislo m a kazZdé nezaporné celé cislo k plati

S0 ) e )0 = ()

3 Asymptotika

V této kapitole se budeme zabyvat funkcemi, které zobrazuji mnozinu kladnych celych ¢isel do
mnoziny realnych ¢isel. Symbol n bude vZdy (nefekneme-li néco jiného) znagcit kladné celé ¢islo.

3.1 Asymptoticka hierarchie

Dilezita formalizace intuitivni ideje, ze jedna funkce roste podstatné rychleji nez druha funkce,
je zachycena relaci < definovanou takto:
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m 1) _

(zde predpokladame, ze g(n) # 0 pro dostatecné velka n, tedy pro vSechna n > ng, kde ng
je né&jaka konstanta)

Zakladni vlastnosti relace < jsou shrnuty zde:

f(n) < g(n), g(n) < h(n) = f(n) < h(n) (tranzitivita)
f(n) <gn) < ﬁ—<ﬁ (f(n) # 0, g(n) # 0 pro vSechna n)
1< f(n)<gn) = ™ <™ (c>1 je redlné &islo, g(n) > 0 pro viechna n)
n®<n’ & a<p (o, 8 jsou redlna msla)

Uvedené vztahy lze odvodit z definice s pouzitim elementarnich metod analyzy. UkaZzme to
na piiklad pro pfedposledni vztah. Necht 1 < f(n) < g(n). Je f(n) — g(n) = g(n) (% — 1).

Z f(n) < g(n) mame lim,,_,, % =0 a tedy lim,,_, (% - 1) = —1. Diky tranzitivité relace

< dostavame 1 < g(n) a tedy lim,, o ﬁ = 0, z ¢ehoz plyne, Ze lim,, . g(n) = oo (vyuzili

jsme fakt, Ze g(n) > 0 pro v8echna n). Z lim,_,,, g(n) = +00 a lim,,_, ( E"; 1) = —1 mame

n
Cf n>

lim,, oo (f(n) —g(n)) = —o00. Je = /=90 Protoze lim,, ,oo(f(n) —g(n)) = —c ac>1,
je limy,_yoo ¢/M=9(M) = ( a tedy cf ”) < 9,

Nésledujici hierarchie (kde €, ¢ jsou realna ¢isla, 0 < € < 1 < ¢) také mize byt odvozena s
pouzitim elementarnich metod analyzy.

1<lg*n<lglgn <lgn <n® <n°<n#" < <n" <"

Vztahy zlistanou v platnosti, nahradime-li lg funkei In nebo log.

Piiklad 3.1.1. Kde bude v uvedené hierarchii zafazena funkce 2V87? Je 1 < 1glgn < Ign <
elgn pro libovolné kladné realné c¢islo e. O tom se snadno presvédéime dosazenim n = 22",
lglgn = 2k, \/Ign = 2%, elgn = €22, S vyuzitim zakladnich vlastnosti relace < mame 2'8'8" <
oVien o oclen  Jelikoz 288" = lgn, 2¢18" = ne, je

Ign < 2ViEn < ne
Obdobné mtizeme formalizovat intuitivni ideu, Ze funkce f(n) a g(n) maji stejny fad ristu,

a to nasledovné:
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_ f(n)
f(n)~gn) < lim —= =1
(1) ~ g(n) & Jim 203
Bylo by pékné, pokud bychom mohli fici, ze pro kazdé dvé funkce f(n), g(n) plati jeden ze
vztahi f(n) < g(n), f(n) ~ g(n), g(n) < f(n). To vSak neni pravda. Napiiklad pro dvojice
f(n) =n, g(n) =2na f(n) =1, g(n) = sinn neplati zddny z uvedenych vztaha.
Existuje dalsi formalizace intuitivni ideje, Zze funkce f(n) a g(n) maji stejny fad ristu:

f(n) =< g(n) < [f(n)] < clg(n)| Alg(n)| < clf(n)]

pro né€jakou kladnou realnou konstantu ¢ a vSechna dostatecné velka n.

Tato formalizace ma pfijemnou a dtlezitou vlastnost: Pro libovolné dvé logaritmicko-
exponencialni funkce f(n) a g(n) plati pravé jeden ze vztaht f(n) < g(n), f(n) < g(n),
g(n) < f(n). Tfida logaritmicko-exponencialnich funkci obsahuje témét vSechny funkce, s nimiz
se setkdme pii asymptotické analyze. Zavedl ji G.H.Hardy roku 1910 a mtze byt definovana
jako nejmensi t¥ida funkci £ spliujici nasledujici podminky:

1. Funkce f(n) =n a f(n) = ¢ (c je realna konstanta) patii do L.
(

2. Jestlize f(n) a g(n) jsou v L, pak v L jsou také funkce f(n)+g(n), f(n)—g(n), f(n)-g(n),
M f(n)], % aln f(n) — pokud f(n) > 0 pro dostatecné velké n.

Asymptoticka relace < a dalsi, které ptijdou pozdéji, nas vedou k tomu, abychom uvazovali
ve velkych cislech.

Napiiklad, hierarchie nam tika, Ze logn < n%%%%l; to se mlzZe zdat jako chyba, pokud
uvazujeme v malinkych ¢islech, jako tieba n = 10'%°. Je totiz log 101°° = 100, (10190)%0001 —
100’(;16 =1,023.... Ale pro n = 10" mame logn = 10'%°, coz je mnohem méné nez n®000 =
10107,

Dokonce i kdyz ¢ bude extrémné malé kladné realné cislo, bude hodnota logn mnohem
mensi nez n¢ pokud n bude dostatec¢né velké. Abychom to nahlédli, polozme n = 1010* kde k je
kladné celé &slo splitujici € > 107%. Mame logn = 102*, aviak nc > 10'°". Tudiz 1055” konverguje
k nule pro n — oo.

Obecné, vysledky asymptotické analyzy maji tim vétsi vypovédni hodnotu, ¢im vétsi ar-
gumenty mame. Z toho plyne, ze prakticky vyznam vysledk asymptotické analyzy stoupa s
ristem velikosti (rozméru) feSenych problém.

3.2 O-, O- a Q- notace

Hlavni pojmy asymptotické analyzy zaznamenava O- (velké 6), O- (velké theta) a Q- (velké
omega) notace s funkei g(n) jako argumentem.
Pro funkci g(n) definujeme mnoziny O(g(n)), ©(g(n)), 2(g(n)) takto:
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f(n) € O(g(n))

praveé tehdy, kdyz existuji redlna cisla ¢, ng, ¢ > 0, tak, ze pro vSechna n > ng je

[F(n)] < elg(n)];

f(n) € ©(g(n))

praveé tehdy, kdyz existuji redlna cisla cq, co, ng, ¢1 > 0, co > 0, tak, Ze pro vSechna n > ng
je

clg(n)| < [f(n)] < calg(n);

f(n) € Q(g(n))

praveé tehdy, kdyz existuji redlna cisla ¢, ng, ¢ > 0, tak, ze pro vSechna n > ng je

clg(n)| < [f(n)].

O-notaci zavedl roku 1892 némecky matematik P.H.Bachmann (1837 — 1920). Jeji pouzivani
dale rozsiril dalsi némecky matematik Edmund Landau (1877 — 1938) a byla pak zndma jako
Landauova notace. D.E.Knuth pak zavedl ©- a (2- notaci a vSechny tyto notace zpopularizoval.

O(g(n)), ©(g(n)) a 2(g(n)) jsou mnoziny funkci, avsak

misto  f(n) € O(g(n)), [f(n) € O(g(n)), f(n)
piseme obvykle  f(n) = O(g(n)), f(n)=0(g(n)), [f(n)

I m

g(n)),
(9(n)),

To m4 nékolik divodl. Jednim je tradice. O- notace se znamenim rovnosti je jiz zavedena v
matematice, pfedevsim v teorii ¢isel. Déle, ¢asto ¢teme ” f(n) je velké theta g(n)”, nikoli ” f(n)
patii do velkého theta g(n)”. Jsou i dalsi duvody.

Jednou z dulezitych vlastnosti O-, ©- a ()- notaci je tranzitivita. Napiiklad

Q
Q

f(n) = 0O(g(n)) A g(n) = O(h(n)) = f(n) = O(h(n))

3.2.1. P¥iklad. Ukazeme, Ze (n + 1) = ©(n?). Hledame tedy redlnd &isla ¢y, o, ng, ¢; > 0,
¢y > 0, takova, ze pro n > ng bude

c[n?| < [(n 4+ 1)? < cgln?|, tj. ein® <n? +2n 41 < con?
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Po vydéleni ¢islem n? mame

2 1
61§1+E+ESC2

Mizeme tedy vzit ng =1, ¢y = 1, ¢o = 4.

Priiklad 3.2.2. UkdZzeme, Ze 7;;;11 = ©(n). Hledame tedy redlna ¢isla ¢, ca, ng, ¢; > 0, c3 > 0,
takova, ze pro n > ng bude

2

1 '
‘ < cnl, tj.aan<n—1<en

, o =1.Jisté n—1<1-n. Dale

> _ _1
Polozme Nog = 2, €1 =35

1
§n§n—1<:>n§2n—2<:>2§n

Priklad 3.2.3. Necht k je kladné celé ¢islo. Je

Z i+ < Z nk = .nk = pktl

1<i<n 1<i<n

Je tedy

Z ik _ O(nkJrl)

1<i<n

Priklad 3.2.4. UkéZeme, Ze 4n® # O(n?). Postupujme sporem, Pfedpokladejme, Ze 4n3 =
O(n?). Existuji tedy realna &isla ng, ¢, ¢ > 0, tak, ze pro viechna n > ng je |4n®| < c|n?|, tj.
4n® < en?, tj. n < €. Spor.

P#i manipulaci s asymptotickou notaci musime byt obezietni. Napiiklad n = O(n?®) a n?
)

O(n?), avak nelze z toho ucinit zaveér, ze n = n?. Musime si stile uvédomovat, ze O(g(n)) je
mnozina funkci. Pak jisté z informace n € O(n®) a n? € O(n?) neucinime zavér n = n.

Pti analyze slozitosti se casto stane, ze odhady zavisi na vice nez jednom parametru. Na-
piiklad slozitost grafového algoritmu miize zaviset na poctu vrcholi a také na poc¢tu hran.
Abychom mohli pracovat s témito pripady, zobectiujeme O-, ©- a ()- notace pfirozenym zpu-

sobem. Napfiklad mnozinu O(g(m,n)) definujeme takto:

f(m,n) € O(g(m,n))

pravé tehdy, kdyz existuji realna cisla ng, ¢, ¢ > 0, tak, ze pro vSechna m > ng, n > ng je
|f(m, n)| < clg(m,n)|
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Poznamka 3.2.5. Jedno z hlavnich vyuziti O-, ©- a {)- notaci je pti analyze slozitosti algoritmai.
Necht naptiklad néjaky algoritmus vstup velikosti n zpracuje v ¢ase T'(n). Pak zéapis T'(n) =
O(f(n)) znamend, ze f(n) je asymptoticky pfesnou hranici, zapis T'(n) = Q(f(n)) znamena, ze
f(n) je asymptotickou dolni hranici a zapis T'(n) = O(f(n)) znamené, ze f(n) je asymptotickou
horni hranici.

3.3 Relace mezi asymptotickyni notacemi

Piimo z definic vyplyvaji nasledujici vztahy mezi asymptotickymi notacemi:

=
S
I
o
s
S
=
S
s
=

Jsou-li dany dvé funkce, nemusi byt vzdy jasné, jaka asymptotickd relace mezi nimi plati.
Nésledujici véta obsahuje uzite¢né postacujici podminky.

Véta 3.3.1. Jestlize f(n) >0, g(n) > 0 pro vSechna n, pak

1. hm,Hoof(—Z: a#0= f(n)=0(g(n))
2. limy, oo % =0= f(n) = 0(g(n)) A f(n) # O(g(n))
3. 1lim,, 00 §§Z§ =00 = g(n) = O(f(n)) Ag(n) #O(f(n))

DUKAzZ. Dokazeme jen ¢ast 1, dalsi dvé ¢asti se dokéazi obdobné. Necht tedy lim,, g((
0. Protoze f(n) > 0, g(n) > 0 pro vSechna n, je a > 0. Navic vSak a # 0, takze a > P ro ¢

existuje ng tak, zZe pro vsechna n > ng je

f(n) a‘ a . a fn) 3a . a 3a

vv
@\H\

[\

o) O Sy g S < g B e < fn) < g(n)

2772 " g(n) 2 2 2

Polozime ¢y = 2, ¢y = 37“ Jsou ¢y, c9, ng redlna cisla, ¢; > 0, co > 0, pro vsechna n > ng je

e19(n) < F(n) < exg(n). Zéver: f(n) = O(g(n)).

Priklad 3.3.2. Pro libovoln4 kladna cela ¢isla k, I je lim,, (lnn—?)k = 0, takzZe (Inn)* = O(n'),
(Inn)* # O(n!).
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3.4 Manipulace s O- notaci

Existuje nékolik pravidel pro praci s O-
notace.

vyrazy. kterda pomérné snadno plynou z definice O-

= O®m™) pokud m < m’

= O(f(n))

= O(cf(n))

= O(f(n))

= O(f(n))

= O(max{|f(n)|,|g(n)[})

= O(f(n)g(n))

= f(n)O(g(n)) pokud f(n) # 0

NI N 1IN N 1N m m

K tomu jesté musime dodat, Ze operace s mnozinami funkci maji pfirozenou interpretaci,
napiiklad O(f(n)) + O(g(n)) = {hi(n) 4 ha(n)| hi(n) € O(f(n)), hao(n) € O(g(n))}.
Na ukazku zdtvodnime platnost vztahu

O(f(n)) + O(g(n)) = O(max{|f(n)], lg(n)]})
Necht hy(n) € O(f(n)), ha(n) € O(g(n)). Pak existuji redlna ¢isla ny, ¢1, ng, c2, ¢ > 0,

co > 0, tak, ze pro vSechna n plati:

n>ny = |h(n)] <alf(n)], n>ny = |ho(n)] < colg(n)|
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Chceme ukazat, ze hi(n) + he(n) = O(max{|f(n)l],|g(n)|}). Polozme ny = max{n,ns},
¢ = max{cy, c2}; ng, ¢ jsou redlnd Cisla, ¢ > 0. Bud n > ng. Pak

[ (1) + ha(n)] [l ()] + |ha(n)]

il f(n)] + calg(n)]

o[ f(n)] + ¢lg(n)]

cmax{[f(n)],[g(n)[} + cmax{[f(n)], |g(n)|}

2cmax{|f(n)|,|g(n)|}

Tedy: pro n > ng je [h(n) + ha(n)| < 2¢/max{|f(n)], |g(n)[}]; pak hy(n) + ha(n) €
Omax{|f(n)], lg(n)]})-

Nyni ptiklad na vyuziti vyse uvedenych pravidel. Necht m je nezaporné celé ¢islo, a; (i =
0,...,m) jsou realné konstanty. Pak

Z an™ " = Z a;0(n™) = Z O(n™) =0(n™m)

0<i<m 0<i<m 0<i<m

VAN VAN VANRVAN

Pravidlo O(f(n))+0O(g(n)) = O(max{|f(n)|, |g(n)|}) se ¢asto pouziva pii analyze algoritmut
k tomu, abychom ziskali celkovy O-odhad ¢asové slozitosti algoritmu z odhadi slozitosti jeho
casti.

3.5 Asymptotika a rekurence

Ptredvedeme nyni obecnou metodu pro feseni rekurenci, které dostaneme pii analyze algoritmi
a systému navrzenych na zakladé metody rozdél a panuj. Jsou to rekurence

T(n) =aT (%) + f(n)

kde a, ¢ jsou celd ¢isla, a > 1, ¢ > 1, a pro funkci f(n) znidme pouze jeji asymptoticky
odhad. Nasledujici véta ukazuje, jak uré¢it 7'(n) v fadé ptipadd.

Véta 3.5.1 Necht a, ¢ jsou celd ¢isla, a > 1, ¢ > 1. Necht
n
T(n) =aT (E) + f(n)
pro vechna dostatecné velkd n. Necht * zde znaci bud %] nebo [2]. Pak
1. Jestlize f(n) = O(n1o29=) ¢ > 0, pak T(n) = O(n'e:?),

2. Jestlize f(n) = O(n'°%®), pak T(n) = ©(n'°& . logn).
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3. Jestlize f(n) = Qnlo2) e > 0, af(2) < bf(n) pro témér viechna n a néjaké b < 1,
pak T(n) = O(f(n).

Pripomenme jesté:

Pro vSechna dostatecné velkd n znamena: pro vSechna n > ng, kde ny je néjaka realna
konstanta.

Pro témér vsechna n znamena: pro vSechna n s vyjimkou konecného poctu.

Tato véta se nékdy nazyva "master theorem”. Dilkaz této véty je velmi komplikovany,
nebudeme jej zde provadét. Zajemci jej mohou najit v knize [1].

Vsimnéte si, Zze neni nutné znat funkci f(n) presné, abychom byli schopni ur¢it 7'(n)
asymptoticky pfesné. Pro mnoho slozitych systémi je presné uréeni fukce f(n) ¢asto prakticky
nemozné.

Pfiklad 3.5.2. Uvazme rekurenci T'(n) = 37(%) + nlogn. Je a = 3, ¢ = 4, f(n) = nlogn.
Polozme € = 1 — log, 3; je € > 0. Déle, pro dostatecné velkd n mame:

nlogn > n = nllosad)+e

takze f(n) = Q(n(9813)+¢), Déle,

n n n 3 3 3
)Y =—3.2 Z)y=2 — <= ==
3f (4) 3 410g<4> 4n(logn log4) < 4nlogn 4f(n)

pro vSechna n. Na zakladé ¢asti 3 Véty 3.5.1. je T'(n) = ©(nlogn)

Piiklad 3.5.3. (Nasobeni celych éisel.) Uvazme nésledujici algoritmus pro nasobeni klad-
nych celych ¢isel navrzeny na zdkladé metody rozdél a panuj. Necht x a y jsou dvé kladna
n-bitova cela ¢isla, kde n je sudé kladné celé cislo. Je

T=0by+b2+b2°+---+b, 27!

kde bg,b1,...,b,_1 € {0,1}; obdobné pro y. Je tedy & = 2,22 + 29, y = 1122 + ¥, kde w1,
T2, Y1, Y2 jsou g-bitova Cisla. Pak

zy = 21912" + (2192 + T9y1)22 + Tays

Zda se, ze pro vypocet ry budeme muset provést 4 nasobeni g-bitovych cisel, 3 s¢itani a
2 posuny (posunem rozumime nasobeni mocninou zakladu pozi¢ni soustavy, v nasem piipadé
tedy nasobeni mocninou ¢isla 2). Existuje vsak jind metoda pro vypocet ¢isel z1y1, T1y2 + T2y,
Toyo. Nejdiive vypocitame x1y, a x2ys, coz vyzaduje 2 nasobeni. Pak vypocitame

z1 = (w1 +22) (Y1 + 12) = T1y1 + 212 + Toy1 + oy

coz vyzaduje 1 nasobeni. Nakonec vypocitame z; — 1y, — x2ys = x1Y2 + Toy1, coz vyzaduje
pouze 2 odcitani.
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Tudiz problém nasobeni dvou n-bitovych kladnych celych ¢isel 1ze redukovat na problém 3
nasobeni 7-bitovych celych ¢isel a nékolika s¢itani, od¢itani a posunt, pficemz scitani, od¢itani
a posuny dohromady vyzaduji ¢as tmérny n (tedy linearni). Metodu lze snadno upravit pro
ptipad lichého n. V tomto algoritmu je a = 3, ¢ = 2, f(n) = dn, d je kladné reélné ¢islo. Pak
f(n) = O(nl°823-¢) kde e = (log, 3) — 1 > 0. Dle bodu 1 z Véty 3.5.1. je T'((n) = ©(n'°s23).

4 Prvodisla a kongruence

4.1 Euklidav algoritmus

Necht n, m jsou celd ¢isla, m > 0. Pak lze provést déleni ¢isla n ¢islem m se zbytkem, tedy
najit (urcit) cela ¢isla g, r spliiujici

n=mq+r, 0<r<m

Cisla ¢ a r jsou u¢ena jednoznac¢né. Cislo ¢ se nazyva podil a ¢islo r se nazjyva zbytek po
déleni cisla n ¢islem m.
Necht nyni n, m jsou libovolna celé ¢isla. Pak klademe

nmodm:{ n—mL%J ?okudm#()
jinak
Predpokladejme, ze m > 0, n =mq+7r, 0 <r <m (g, r jsou cela ¢isla). Pak n —m L%J
n—qu%—WLLJ =n —mgq = r (vyuzli jsme fakt, Ze 0 < = < 1), nmod m = r. Prom > 0 je
tedy n mod m rovno zbytku po déleni ¢isla n ¢islem m. Tudiz také 0 < n mod m < m.
Napriklad

7Tmodb =2, —7Tmod5=3, Tmod -5 = -3, —7mod —5 = —2
S operaci mod je tizce svazéana relace /. Rikadme, 7e celé ¢islo m déli celé ¢islo n (oznacent:
m/n), pokud n mod m = 0, tedy
m/n<< dg€Z:n=mq
Misto ”m déli n”také nékdy fikame "n je nasobkem c¢isla m”.
Snadno lze ukézat, ze pro vSechna cela ¢isla m, n a vSechna a, § € {1, —1} plati:

m/n < am/fn

Specielné
m/n < |m|/|n|

Necht m, n jsou cela ¢isla. Plati:

m/nAn#0=m<|n|
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Zduvodnéni: Budte m, n celd ¢&isla, m/n, n # 0. Chceme: m < |n|. Z m/n méme |m|/|n|. Pak
|n| = |m|q pro né&jaké celé ¢islo ¢. Jelikoz n # 0, je |n| > 0 a tedy |m| > 0, ¢ > 0. Pak 1 < ¢,
Im| -1 <|mlq, |m| < |n|. Je m < |m|, takze m < |n|.

Necht m, n jsou celd ¢isla, m # 0 nebo n # 0. Pak nejvétsi spoleéna délitel cisel m, n
(oznaceni: ged(m,n)) definujeme takto:

ged(m,n) = max{d € Z| d/m Nd/n}

Tato definice je korektni, protoze mnozina M = {d € Z| d/m Ad/n} spliiuje M C Z, M # ()
(je 1 € M), M je shora omezena: Necht napiiklad m # 0. Necht d € M. Pak d/m a tedy
d < |m/|. V8imnéme si, ze ged(m,n) > 0, jelikoz 1 € M.

Necht m, n jsou nenulova celd ¢isla. Pak nejmensi spoleény nasobek ¢isel m, n (oznaceni:
lem(m, n)) definujeme takto:

lem(m,n) = min{k € Z| k > 0 Am/k An/k}

Tato definice je korektni, protoze mnozina M = {k € Z| k > 0 A m/k A n/k} spliuje
M CZ%, M # 0: Ukézeme, Ze |mn| € M. Je |mn| > 0, jelikoz mn # 0. Déle, [mn| = mn nebo
|mn| = —mn; z toho jiz vidime, ze m/|mn|, n/|mn|. VSimnéme si, ze lem(m,n) # 0, protoze
M C7Z+.

K vypoctu ged(m,n) pro celd ¢isla m, n, 0 < m < n, mizeme pouzit nasledujici, vice nez
2300 let stary rekurzivni algoritmus.

Algoritmus 4.1.1. (Euklidav algoritmus) Pro celd ¢isla m, n, 0 < m < n, mdme
ged(0,n) = n
ged(m,n) = ged(n mod m,m) pro m > 0

Ukazme nejprve korektnost Euklidova algoritmu:

1. ged(0,n) = n: Jisté n/0, n/n. Necht d je celé ¢islo, d/0, d/n. Chceme: d < n. Vime jiz,
ze d < |n|. OvSem |n| = n.
2. ged(m,n) = ged(n mod m, m) pro m > 0: Stac¢i ukazat, ze
{deZ|d/mnNd/n} ={d € Z| d/n mod m Ad/m}
Jenmodm=n-—m L%J, takze chceme ukazat, ze
{deZ| d/mAd/n} ={de€Z|dn—m L%J Ad/m}
Je tedy tireba ukéazat, ze pro vSechna cela ¢isla d plati:

d/mANd/n<d/n—m {%J ANd/m
To je jiz snadné.
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3. 0 <nmodm < m pro m > 0: To jiz vime. Béhem vypoc¢tu tedy nedostaneme chybové
hlaseni, protoZe (n mod m,m) je pfipustnd vstupni dvojice. Déle z uvedeného vztahu
plyne, Ze vypocet skonc¢i po koneéné mnoha krocich, jelikoz nova dvojice ma prvni slozku
mensi nez dvojice (m,n).

Priklad 4.1.2. ged(27,36) = ged(9,27) = ged(0,9) = 9, ged(214,352) = ged(138,214) =
ged(76,138) = ged (62, 76) = ged(14,62) = ged(6,14) = ged(2,6) = ged(0,2) = 2

Jsou-li m, n cela ¢isla, 0 < m < n, pak pomoci Euklidova algoritmu miizeme vypocitat také
celd ¢isla m' a n’ splnujici
m'm + n'n = ged(m,n)
To je jedna z nejdiilezitéjsich aplikaci Euklidova algoritmu.
Vskutku, pro m = 0 je ged(m,n) = n a mizeme vzit m’ = 0, n’ = 1. Necht m > 0 a m”, n”
jsou rekurzi urcena celd ¢isla takova, ze

m"(n mod m) +n"m = ged(n mod m, m)
Pak

ged(m,n) = ged(n mod m,m)
= m"(n mod m) +n"m
" n "
= m <n—mL—J>+nm
m
= m'n—m"m LEJ +n""m
m

_ <n// . m// {ﬁJ) m +m//n
m

Polozime m’' =n" —m" ||, n' = m"” a mame m'm + n'n = ged(m, n).
Jestlize Eukliduv algoritmus pouzijeme k urceni ged(m, n) a také celych ¢isel m’ a n’ spliu-

jicich m'm + n'n = ged(m, n), pak fikdme, ze jsme pouzili rozsifeny Euklidav algoritmus.

Piiklad 4.1.3. ged(57,237) = ged(9,57) = ged(3,57) = ged(0,3) = 3. Pribéh vypodtu
miizeme zapsat nasledovné:

237 = 4-57+9
o7 = 6-9+3
9 = 3-3+0
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Z toho dostaneme
3=1(—6)-94+1-57 = (—6)-((—4)-57+1-237)+1-57 = 24-57+(—6)-237+1-57 = 25-57+(—6)-237

3=25-57+ (—6)-237

Uvédomime si, ze Euklidovym algoritmem lze ur¢it ged(m, n) pro libovolné cela ¢isla m a n,
m # 0 nebo n # 0. Pro |m| = |n| ani zaddny algoritmus nepotfebujeme, protoze ged(m,n) = |n|
(to je snadné si rozmyslet). Necht tedy |m| # |n|. Pfedpokladejme napiiklad, ze |m| < |n|. Pak
0 < |m| < |n| a Euklidovym algoritmem lze ur¢it ged(|m|, |n|). Pro kazdé celé ¢islo d a vSechna
a, f € {1,—1} plati
d/mAd/n<d/am Ad/Bn

z ¢ehoz ihned plyne, ze ged(m, n) = ged(am, fn) a specielné ged(m,n) = ged(|m|, |n|).

A jesté si uvédomime, ze Euklidovym algoritmem lze pro libovolna cela ¢isla m a n, m #
nebo n # 0, ur¢it celd ¢isla m/, n’ takova, ze m'm + n'n = ged(m,n). Pro |m| = |n| ani zadny
algoritmus nepotfebujeme, protoze ged(m,n) = |n| = 0-m + an, kde a € {1,—1}. Necht
tedy |m| # |n|. Euklidovym algoritmem vypocteme cela ¢isla m”, n” takova, ze ged(|m|, |n|) =
m”|m| + n”|n|. OvSem ged(|m|, |n|) = ged(m,n), |m| = am, |n| = Bn, kde «, 8 € {1, —1}. Pak
ged(m,n) = m"am +n”fn a staéi vzit m’ = am”, n’ = pn”.

Jestlize m, n jsou celd ¢isla, m # 0 nebo n # 0, pak fikédme, Ze ¢isla m a n jsou nesoudélna
(oznaeni: m L n), pokud ged(m,n) = 1.

Tvrzeni 4.1.4. Necht a, b, ¢ jsou celd ¢isla. Necht p je prvocislo. Plati:

1.
a/bcha L b= ajc
2.
a/cANbfcANa L b= ab/c
3.
p/bc = p/bV p/c
DUKAZ.

1. Necht a/bc, a L b. Chceme: a/c. Je bc = aq, kde ¢ je celé ¢islo. Protoze a L b, 1ze
Euklidovym algoritmem ur¢it celd ¢isla o/, b’ takova, ze 1 = a’a+'b. Pak ¢ = ¢(a’a+b'b) =
ca'a+ cb'b = ca'a + beb' = ca’'a + agh) = a(ca’ + qb'), ¢ = a(cd’ + ¢b'), a/c.

2. Necht a/c, b/c, a L b. Chceme: ab/c. Je ¢ = aq pro néjaké celé ¢islo q. Pak b/aq, a L b.
Dle jiz dokazané ¢asti 1 pak b/q. Takze ¢ = br, kde r je celé ¢islo. Pak ¢ = abr, ab/c.
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3. Necht p/bc. Cheeme: p/bV p/c. Pokud p/b, jsme hotovi. Necht tedy b neni nasobkem ¢isla
p. Bud d kladné celé ¢islo, d/p, d/b. Protoze p je prvocislo, je d = 1 nebo d = p. Avsak
nemtze byt d = p, jelikoz b neni nasobkem ¢isla p. Nutné tedy d = 1. Ukéazali jsme: p L b.
Dle jiz dokazané ¢asti 1 dostavame p/c.

Jestlize m a n jsou celé ¢isla, n > 0, m L n, pak mtzeme Euklidovym algoritmem urcit cela
¢isla m/, n' takova, ze m'm + n'n = 1. PoloZzme

m~ mod n =m’ mod n

Oznacme struéné k = m~! mod n. Je k = m/ modn =m' —n mT,J, takze m' = k+n L%/J,
1= (k:—i—nL%J)m+n’n:km+nL%Jm+n’n, 1—km:n([m7/Jm+n’).
Plati tedy:

1 1

m'modn€Z, 0<m 'modn <n, n/l —(m* modn)m

Poznamka: S vyuZitim kongruenci, které zavedeme v ¢asti 4.3., lze misto n/1 — (m ™! mod
n)m psat (m~' mod n)m =1 (mod n).
Cislo m~! mod n se nazyva multiplikativni inverze ¢isla m modulo n.

Na zavér této ¢asti provedeme analyzu slozitosti Euklidova algoritmu.
Pomocné tvrzeni (1): Necht a, b jsou celd ¢isla, 0 < a < b. Pak b mod a < g

Zdivodnéni: Rozlisime 2 pripady. (I) a < 2 (II) 2 < a

ad (I): Staci si uvédomit, ze b mod a < a.

ad (II): Chceme: b — a LSJ < g, tj. g <a \_SJ Jel< %, takze 1 < \_SJ, a<a \_SJ Protoze
%<a,jeg<aL§J.

Necht m, n jsou celd ¢isla, 0 < m < n. Jeden krok Euklidova algoritmu znamené prechod
od dvojice (m,n) ke dvojici (ny,m), kde n; = n mod m. Dle Pomocného tvrzeni (1) je n; < 3.
Predpokladejme, Ze 0 < n;. Pak mame 0 < n; < m. Dalsi krok Euklidova algoritmu od dvojice
(n1,m) prejde ke dvojici (my,n1), kde m; = m mod n;. Dle Pomocného tvrzeni (1) je m; < .

Zjistili jsme toto: Eukliduv algoritmus po 2 krocich pirejde od dvojice (m,n) ke dvojici
(m1,n1), kde m; < %, ny < 3.

Pfedpokladejme nyni, ze m, n jsou cela ¢isla, 0 < m < n. Piedpokladejme jesté, ze n = 2F.
Vypocet Euklidova algoritmu na vstupu (m,n) skoné¢i, vzhledem k tomu, co jsme pted chvili
zjistili, nejvyse po k dvojkrocich (protoze 2¢=% = 20 = 1), tedy nejvyse po 2k krocich. Pocet
rekurzivnich krokt Euklidova algoritmu pro vstup (m,n) ozna¢me T'(n). Je tedy T'(n) < 2k =
21gn. Odvodili jsme tedy:

Jestlize T'(n) je pocet rekurzivnich kroki Euklidova algoritmu pro vstup (m,n), pak

T(n) < O(lgn)
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Presnéjsi analyzu Euklidova algoritmu provedli Lucas a Lamé roku 1884, coz byla pravdé-
podobné prvni hluboké analyza algoritmi.
Je pomérné silna souvislost mezi Euklidovym algoritmem a Fibonacciho ¢isly.

Pomocné tvrzeni (2): Necht k, m, n jsou celd ¢isla, k > 0, n > m > 0. Jestlize m > Fy.,
n mod m > Fy, pakn > Fi.o.

Zduvodnéni: Nejprve ukdzeme, ze n > m + (n mod m). Je tedy t¥eba ukézat, Ze n
m-+n—m L%J, tj. m L%J > m, tj. L%J > 1. To plati, protoze 7= > 1. Mame tedy n
m + (nmod m) > Fy1 + Fy = Fiio.

AVAAYS

Véta 4.1.5.

1. Jestlize m, n, k jsou celd cisla, n > m > 0, k > 1 a Euklidiv algoritmus pro vstupni
hodnoty m, n skonci po k rekurzivnich krocich, pak n > Fyio, m > Fjy1.

2. Jestlize m, n, k jsou celd c¢isla, n >m >0, k> 1 am < Fyy1, pak Fuklidiv algoritmus
pro vstupni hodnoty m, n vyZaduje mené nez k rekurzivnich kroki.

DUKAZ.

1. Indukeci vzhledem ke k.

k = 1: Necht m, n jsou celd ¢isla, n > m > 0, a Euklidiv algoritmus pro vstupni hodnoty
m, n skonc¢il po jednom rekurzivnim kroku. Chceme: n > F3, m > F5, tj. n > 2, m > 1.
To plati.

k > 1: Necht m, n jsou celd ¢isla, n > m > 0, a Euklidiv algoritmus pro vstupni hodnoty
m, n skoncil po k rekurzivnich krocich. Chceme: n > Fy o, m > Fj,1. Prvni krok vypoctu
znamenal ptrechod od vstupni dvojice (m,n) ke dvojici (n mod m,m). Potom vypocet
skonc¢il po £ — 1 > 0 rekurzivnich krocich. Také m > n mod m > 0. Dle indukéniho
pfedpokladu pak m > Fig_1)42, n mod m > Fg_141, tedy m > Fyyq, nmod m > Fj.
Dle Pomocného tvrzeni (2) pak n > Fjo.

2. Necht m, n, k jsou celd ¢isla, n > m > 0, k > 1 am < Fj,;. Chceme: Euklidiav algoritmus
pro vstupni hodnoty m, n vyzaduje méné nez k rekurzivnich krokt. Predpoklddejme, ze
Euklidtv algoritmus skonc¢i po [ rekurzivnich krocich, kde [ > k. Podle ¢asti 1 jem > Fji4.
Ovsem Fjyq > Fyyq (protoze k+1 > 1+ 1), coz dava m > Fyyq, spor.

Naptiklad F39 = 832040, takze pro vstupni hodnoty m, n, kde n > m > 0 a m < 832040,
vyzaduje Euklidiav algoritmus méné nez 30 rekurzivnich kroki.
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4.2 Prvodisla

Celé ¢islo p, p > 1, se nazyva prvocislo, pokud ma pouze dva kladné celociselné délitele, 1 a
p; v opacném pripadé se nazyva slozené d¢islo.
Zde jsou vSechna prvocisla mensi nez 100:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61,67,71,73,79, 83,89, 97

Prvoéisla maji vysadni postaveni mezi celymi ¢isly (prvnim dokladem tohoto faktu je na-
sledujici véta). Prvodisla také hraji dilezitou roli v pocitacové védé (kryptografie).

Véta 4.2.1. (Zakladni véta aritmetiky) KaZdé€ celé ¢islo n, n > 1, md jednoznacény prvoci-
selny rozklad tvaru

kde k je kladné celé cislo, p; jsou prvocisla proi =1,....k, p; < pix1 prot=1,....k—1, ¢
jsou kladnd cela cisla proi=1,... k.

Existuje nekone¢né mnoho prvocisel. Dokonce existuje nekone¢né mnoho prvocisel special-
niho tvaru. Napriiklad plati

Véta 4.2.2. Existuje nekonecné mnoho prvocisel tvaru 4k + 3, kde k je celé cislo.

DUKAz. Existuje aspoii jedno prvodislo tvaru 4k + 3, napriklad 3. Predpoklddejme, Ze existuje
pouze kone¢né mnoho prvodéisel tvaru 4k + 3; necht jsou to prvoéisla py, ps, ..., p, (n je kladné
celé ¢islo). Polozme a = pyps ... p,. Jisté a je kladné celé ¢islo. Uvazme ¢islo 4a — 1. V prvoci-
selném rozkladu ¢isla 4a — 1 se nevyskytuje ¢islo 2, jelikoz ¢islo 4a — 1 je liché. Predpokladejme,
ze v prvociselném rozkladu ¢isla 4a — 1 se vyskytuje prvocislo tvaru 4k + 3; necht je to prvocislo
pi (jei € {1,...,n}). Pak 4da — 1 = p;q, kde ¢ je celé ¢islo. Pak 1 = 4p;...p;...pn — Piq.
Vidime, Ze p;/1. Pak p; < 1, spor. V prvoéiselném rozkladu ¢isla 4a — 1 se tedy vyskytuji pouze
prvocisla tvaru 4k 4 1. Soucin nékolika takovych cisel je ¢islo tvaru 40 + 1, kde b je celé ¢islo.
Pak 4a —1=4b+1, 4(a — b) = 2, 2(a — b) =1, 1 je sudé ¢islo, spor.

Prvni zndAmou metodu pro vyhledévani prvocisel navrhl Eratosthenes z Kyrény (276 — 194
pt. n. L.).
Eratosthenovo sito:

Vstup: celé ¢islo n, n > 2

Vystup: mnozina P vSech prvocisel mensich nebo rovnych ¢islu n

1. P+ 0,5« {2,3,...,n}
2. p<—minS, P« PU{p}, S« S —{kp| ke Z*}

3. Jestlize S = (), pak vypocet konci. Jinak jdi na krok ¢&islo 2.

31



Nejvétsi znamé prvocislo v roce 2018 bylo 282589933 — 1. M4 24862048 &islic. VSechna znama
velka prvocisla maji tvar 2P — 1, kde p je prvocislo. Prvocisla tohoto tvaru se nazyvaji Mersen-
nova prvocisla. Neni znamo, zda existuje nekone¢né mnoho Mersennovych prvocisel.

Dalsi dilezitou otazkou je, kolik prvocisel je mezi prvnimi n kladnymi celymi ¢isly; tento
pocet se znadi m(n). Zakladni odhad 7(n) = © () vyslovil jiz Gauss ve véku 15 let. Lepsi
odhad je

n < o n S
n < m(n) < Alan PO 114

Dalsi informaci o rozlozeni prvocisel poskytuje nasledujici véta, v niz ¢ je Eulerova funkce.

Pro kladné celé ¢islo n je ¢(n) rovno poc¢tu vsech celych ¢isel k takovych, ze 1 <k <mnak L n.

Takze napfiklad pro prvocisla p, ¢, p # ¢, mame ¢(p) =p —1 a ¢p(pq) = (p — 1)(¢ — 1).

Véta 4.2.3. (Prvoéiselna véta) Necht b, ¢, n jsou celd ¢isla, b > 1, n > 1. Pak pro pocet
Tp.e(n) vSech prvocisel tvaru bk 4+ ¢ mensich nebo rovnych ¢islu n plati

1 n
Tpe(n) ~ ——

o(b) Inn

Specielné, volbou b = 1, ¢ = 0 dostaneme

n
7r(n) Nm

Nésledujici tabulka ukazuje, jak dobry je odhad 7(n) = .

| 10t 10* 10 10" 10° 107 10"
n)| 4 25 168 1229 9592 664579 455052511
4 22 145 1086 8686 620421 434294482

W) 10,921 1,151 1,160 1,131 1,104 1,071 1,047

Inn

S

™

—~

E

pat=y
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abulce ]Sou podl 7~ ZaoKrouhleny na cela Cisla, u Cisel —— JSOuU uvedern rvil Ur1
V tabulce jsou podily - zaokrouhleny 14 ¢fsla, u éfsel T2 5 deny prvn{ tii

Inn

Cislice za desetinnou ¢arkou.)

Dtlezitost prvocisel v kryptografii je dana tim, ze umime efektivné najit velka prvocisla,
avsak nejsme schopni efektivné faktorizovat velké souciny prvocisel. Navic, nékteré dilezité
vypocty lze provadét v polynomialnim case, pokud argument je prvociselny, ale zdaji se byt
nezvladnutelné, pokud argumentem je libovolné celé ¢islo.
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4.3 Aritmetika kongruenci

Pro libovolna cela c¢isla a, b, m, m > 0, klademe

a=b (modm)< amodm=>bmodm

Zapis a = b (mod m) ¢teme ”a je kongruentni s b modulo m”.

Predpoklddejme, ze a = b (mod m). Paka—m | %] =b—m|L] a—b=m[L]|-m|L]| =
m(|5] = 1]), m/a—b.

Pfredpokladejme naopak, ze m/a — b. Pak a — b = mgq, kde ¢ je celé ¢islo. Pak a mod m =
a—m L%J =a—m L% + qJ =a—m (L%J + q) =b+mg—m L%J —mq=b—m L%J = b mod m.
Ukazali jsme, ze plati

a=b (modm)< m/fa—>b

Necht m je kladné celé ¢islo. Snadno lze ukézat, Ze pro vSechna celd ¢isla a, b, ¢ plati

a=a (modm)
a=b (modm)=b=a (modm)
a=b (modm)Ab=c (modm)=a=c (modm)

Je tedy relace kongruence modulo m ekvivalence na mnoziné Z. Tato ekvivalence indukuje
rozklad mnoziny Z, jehoz t¥idy nazyvame zbytkové t¥idy modulo m a ktery znac¢ime Z,,. Je
tedy Z,, mnozina vsech zbytkovych tfid modulo m.

Predpokladejme, ze a = b (mod m), a L m. UkéZeme, Ze b L m. Necht d je kladné celé
¢islo, d/b a d/m. Chceme: d = 1. Mame m/a — b, takze a — b = mq, kde ¢ je celé ¢islo. Pak
a = b+ mgq. Vidime, Ze d/a (protoze d/b, d/m). Takze d/a, d/m. Jelikoz a L m, je d = 1.

Ukéazali jsme: Jestlize néjaky prvek zbytkové tiidy modulo m je nesoudélny s cislem m,
pak vSechny prvky té zbytkové tfidy jsou nesoudélné s m. Symbol Z, oznacuje mnozinu vSech
zbytkovych tfid modulo m, jejichz prvky jsou nesoudélné s m. Je Z;, C Z,,.

S vyuzitim definice kongruence a Tvrzeni 4.1.4. lze snadno ukazat, ze pro vSechna cela ¢isla
a, b, c,d, m,n, m>0,n>0, plati:

a=bAc=d (modm) = a+c=b+d (modm)
a=bANc=d (modm) = a—c=b—d (modm)
a=bAc=d (modm) = ac=bd (modm)
ad =bd (modm) < a=b (modm)prod L m
ad = bd (mod md) < a=b (mod m)prod>0
a=b(modmn) < a=b (modm)Aa=0b (modn)pokudm Ln
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Vidime, Ze kongrunce (se stejnym modulem) lze sé¢itat, od¢itat a nasobit, obdobné jako rov-
nosti. Ctvrta vlastnost iika, Ze nasobeni celym ¢islem nesoudélnym s modulem je ekvivalentni
upravou kongruence.

Na ukézku dokézeme posledni vlastnost. Necht a, b, m, n jsou celd ¢isla, m > 0, n > 0,
m L n.

Predpokladejme, 7Ze a = b (mod mn). Chceme: a = b (mod m) a a = b (mod n). Mame
mn/a—b. Takze a — b = mngq pro néjaké celé ¢islo ¢q. Vidime, ze m/a—ban/a—b. Tudiza = b
(mod m) aa=0b (mod n).

Pfredpokladejme nyni, Ze a = b (mod m) aa =b (mod n). Chceme: a = b (mod mn). Vime:
m/a —b,n/a—b, m L n.Dle Tvrzeni 4.1.4. pak mn/a — b, a tedy a = b (mod mn).

Posledni vlastnost lze vyuzit ke zjednoduseni pocitani s kongruencemi. Jestlize [, ..., py’
je prvociselny rozklad kladného celého ¢isla m, pak o

a=b (modm)<a=b(modp)prol <i<k

Kongruence modulo mocniny prvocisel jsou tedy stavebnimi kameny vsech kongruenci mo-
dulo kladna celé ¢isla.

Véta 4.3.1. Necht ¢, d, m jsou celd ¢isla, m > 0. JestliZe ¢islo d neni nasobkem ¢isla ged(c, m),
pak linedrni kongruence cx = d (mod m) nemd Zddné teseni. JestliZe cislo d je ndsobkem
c¢isla ged(c, m), pak linedrni kongruence cx = d (mod m) md presné k = ged(c,m) navzdjem
nekongruentnich (modulo m) celociselnyjch tesent

d d m d m
—To+ + —,..., 00—+ (k—1)—
xok,$0k+ ka 7$0k+< )k,
kde xq je celociselné Teseni rovnice cx + ym = ged(e,m), které mize byt ziskino Euklidovgm
algoritmem.

DUKAzZ. Necht ¢islo d neni nasobkem ¢isla ged(c, m). Checeme: Linedrni kongrunce cx = d
mod m nemé zadné feSeni. Postupujme sporem. Predpoladejme, Ze celé ¢islo u je fesenim
kongruence cx = d mod m. Pak cu =d mod m, m/cu — d, cu — d = mq pro né&jaké celé ¢islo
m. Pak cu —mq = d. Jelikoz ged(c, m)/c a ged(c, m)/m, mame ged(c, m)/d. To je spor. Necht
nyni ¢islo d je nasobkem ¢isla ged(c, m) = k. Necht g, yo jsou celd Cisla, cxg 4+ yom = k. Nyni
je tieba dokazat nasledujici tii véci:
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1. Buf i celé ¢islo. Ukazeme, ze xO% +147 je TeSenim kongruence cx = d mod m. Pocitejme:

d m d d m d
c(on + z?) —d = coz + Yoma + cigm — Yoy — d
= (oot yom) 4 mli — o) —d
- k%+m(¢£ —ygg) —d
= Al —yod) —d
= (i~ o)

Mame 4 J
m m\
m/c(:z:O%qu?) —d, c(xoz%—zz) =d modm

2. Necht i, j jsou celd ¢isla, 0 <i < k, 0 < j < k, xog +it = xo% +j% (mod m). Chceme:
i=7.Je0<i<k, —k<—j<0,takie —k <i—j < k. Dale, m/(zo2+i%)— (zod+j2),
m/iT — j%, i — j5 = mq pro n&jaké celé cislo ¢q. Pak im — jm = mqk, i — j = qk.
Celkem: 7 — j je nasobkem ¢isla k a —k < i — j < k. Z toho plyne, ze i — 7 =0, 1 = j.

3. Necht u je celé ¢islo, u je FeSenim kongruence cx = d (mod m). Chceme: u = z¥ + i%
(mod m) pro néjaké i € {0,1,...,k — 1}. Polozme v = Ig%. Vime, Ze v je feSenim
kongruence cx = d (mod m). Pak cu = cv (mod m), m/c(u—v), k7 /kZ(u—v), 7/7(u—

v). Je k = ged(c,m). Z toho snadno plyne, ze 7+ L 7. Dle Tvrzeni 4.1.4. mame 7' /u — v.

Pak u —v = ¢ pro néjaké celé ¢islo q. Necht ¢ = [k +1, kde [, 7 jsou celd ¢isla, 0 <i < k.

Pak u—v = (lk+1i)7 = Im+i7, u—v—i% =Im, m/u—(v+i}), u = v+i7 (mod m),

u=zod 4+ 2 (mod m); piipomeiime jesté, ze i € {0,1,...,k —1}.

Piiklad 4.3.2. Vyfesime linedrni kongruenci 51z = 9 (mod 69). Je ¢ = 51, d = 9, m = 69.
Euklidovym algoritmem vypocteme k = ged(c,m) = ged(51,69) = ged(18,51) = ged(15,18) =
ged(3,15) = ged(0,3) = 3. Plati: ged(c,m)/d, takze kongruence ma pfesné k = 3 navzajem
nekongruentnich feseni. Pomoci Euklidova algoritmu najdeme celociselné feSeni rovnice cx +
ym = ged(e,m): 51 - (—4) +3-69 = 3. Je tedy zp = —4 a
Tod = =43 = <12, mef + % = —124+ % = —124+23 = 11, 2o + 22 = —12+2-23 =
—12 + 46 = 34.
Zavér: Linedrni kongruence 51z = 9 (mod 69) mé pravé 3 navzajem nekongruentni feSeni, a
to —12,11, 34; jestlize chceme TeSeni vyjadrit pouze kladnymi celymi ¢isly, pak miizeme vzit
trojici

11,34,57
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Existuje starda metoda pro feSeni specielnich systémt linedrnich kongruenci. Nasledujici
vysledek je pfipisovan ¢inskému matematikovi Sun Tsu (3. stoleti).

Véta 4.3.3. (Cinska véta o zbytcich) Necht my,. .., m; jsou kladnd celd ¢isla, m; L m; pro
vSechna i.j € {1,...,t}, i # j, a ay,...,a; jsou celd cisla. Pak systém kongruenct

r=ajproj=1,...,1

md Tesent

1<i<t

kde M = ngigt my;, M; = %, a N; = ]\41-_1 mod my, pro i = 1,...,t; navic uvedené Tesent je
jediné az na kongruenci modulo M, tj. z = x (mod M) pro kaZdé dalsi TeSeni z.

DUKAZ. Zvolme i,j € {1,...,t}, i # 5. Pak m;/M;, m;/a;M;N;, a;M;N; =0 (mod m;). Déle,
M;N; =1 (mod m;), takze a;M;N; = a; (mod m;). Pak

T = Z aM;N;=0+---+0+a;+0+---+0=a; (modm,)

1<e<t

Dalsi ¢ast véty dokdzeme pouze pro t = 2. Obecny pripad se dokéze obdobné. Necht tedy z je
celé ¢islo, z = a; (mod my) a z = ay (mod my). Cheeme: z = x (mod M) (zde M = mymsy).
Je z = x (mod my), z = = (mod my). Takze m;/z — x, my/z — x. OvSem m; L my. Podle
Tvrzeni 4.1.4. mdme mymsy/z — x, M/z — x, z = x (mod M).

Cinska véta o zbytcich ma fadu aplikaci. Jednou z nich je nasledujici modularni reprezentace
Cisel.

Necht my,...,m, jsou vzajemné nesoudélna kladna celé cisla. Necht M = m,...m,. Pak
kazdé celé ¢islo z, 0 < x < M, ma jednoznacnou reprezentaci

(x mod my, ...,z mod m,)
Co pfesné tim myslime? Pro ¢ € {1,...,n} polozme A; = {0,...,m; — 1}. Déle polozme
A=H{0,...,M —1}. Pak
x +— (z mod my,...,x mod m,)
je vzajemné jednoznacné zobrazeni (bijekce) mnoziny A na mnozinu A; X --- x A,. Vskutku,

bud (ay,...,a,) € A; x --- x A,. Dle Cinské véty o zbytcich existuje celé é&islo v, y = a;
(mod m;) proi =1,...,n. Polozme x = y mod M. Pak z € A. Je xt =y (mod M), M/x —y.
Pro:=1,...,n mame m;/M, takze m;/x —y, =y (mod m;), x = a; (mod m;), x mod m; =
a; mod m;,  mod m; = a;. Je tedy (x mod my, ...,z mod m,) = (ay,...,a,). Jesté ndm zbyva
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si uvédomit, Ze takové x je pouze jedno. Necht tedy z € A, (z mod my,...,zmod m,) =
(a1,...,a,). Chceme z = x. Proi = 1,...n mame z mod m; = a;, 2z mod m; = a; mod m;, z =
a; (mod m;). Podle Cinské zbytkové véty je 2 = x (mod M). Oviem 0 <z < M,0< 2 < M,
a proto z = .

Uvedme ptiklad. Vezméme m; = 2, my = 3, m3 = 5. Pak 27 mé reprezentaci (1,0, 2).

V kryptografickych aplikacich je ¢asto potieba modularni umoctiovani, tedy urcit a® mod
n, kde a, b a n mohou byt velmi velka cela cisla. Efektivni modularni umocnovani je také po-
tfebné pro efektivni testovani prvociselnosti. Pro zjednoduseni modularniho umoctiovani je
mozné vyuzit nasledujici vétu a jeji zobecnéni. Oba vysledky také hraji dilezitou roli v kryp-
tografii.

Véta 4.3.4. (Mal4 Fermatova véta, 1640) JestliZe p je prvocislo a a je celé ¢islo, pak
a’? =a (mod p)
a pokud a nent délitelné cislem p, pak

a?'=1 (mod p)

DUKAzZ. Nejdiive vyiesime pripad p = 2. Chceme: a® = a (mod 2), tedy 2/a?—a, 2/a(a—1);
to plati, protoze jedno z ¢isel a, a — 1 je sudé.
Pomocné tvrzeni: Necht k je celé ¢islo, 0 < k < p. Pak p/ (Z)
Zdtvodnéni Pomocného tvrzeni: Je () = Z%W, (P)k(k—=1)...1=p(p—1)...(p—k+1).
Vidime, ze p/(Z)k(k —1)...1. Protoze p je prvocislo, p déli nékteré z ¢isel 1,....,k — 1, k, (Z)
(viz Tvrzeni 4.1.4.). Oviem 0 <1 < --- <k —1 < k < p, takze p/(?).
Konec zdtvodnéni Pomocného tvrzeni.
Nyni se zabyvejme pripadem, kdy p je liché prvocislo. DokédZzeme nejprve indukci vzhledem k
a, ze a’? = a (mod p) pro vSechna nezdporna celd ¢isla a.
a = 0: Chceme: 0P = 0 (mod p), tj. 0 =0 (mod p). To plati.
a > 0. Indukéni pfedpoklad: a”? = a (mod p). Chceme: (a+1)? = a+1 (mod p). Pfipomeiime,
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Ze pro vSechna celd ¢isla k, 0 < k < p, je (i) = 0 (mod p) (viz Pomocné tvrzeni). Pocitejme:

(at+1y = > (i)df

= () () 3 ()

0<k<p

= l+a’+ ) (i)ak

0<k<p
1+a”+ > 0-a
0<k<p

= a’+1+ ) 0

0<k<p
= d’4+1+0
a’ +1
a+1 (mod p)

Vezméme nyni celé ¢islo a, a < 0. Pak —a > 0 a dle jiz dokdzaného je (—a)? = —a (mod p),
—a? = —a (mod p), a? = a (mod p).

s+ NIV

celé ¢islo, které neni délitelné prvocislem p, pak a?~! = 1 (mod p). Necht tedy a je celé &slo,
které neni délitelné ¢islem p. Pak a L p. Vime jiz, Ze a - a?' = a -1 (mod p), takZe a?~! = 1
(mod p).

Jesté obecnéjsi je Eulerova véta:
a®™ =1 (mod m) pokud a L m

(a, m jsou cel ¢isla, m > 0)

Piiklad 4.3.5. Vypocitame 3'°°° mod 19. Cislo 19 je prvoéislo a 3 neni nasobkem ¢isla 19,
takze dle Malé Fermatovy véty je 3'® =1 (mod 19). Je 1000 = 18 - 55 + 10, takze

3100 = (31%)*. 310 =17 .30 =3 =(31)2.32=5-9=6-9=54 =16 (mod 19)

Je tedy 3190 = 16 (mod 19), takze 3'°° mod 19 = 16.
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5 Diskrétni odmocniny a logaritmy

5.1 Diskrétni odmocniny
Problém fteseni kvadratickych kongruenci

r*=a (mod n)
neboli, jinymi slovy, poc¢itani diskrétnich odmocnin modulo n, je velmi zajimavy a ma mnoho
aplikaci.

Do této kapitoly patii mimo jiné témata: kvadratické zbytky, Legendretv symbol, Jacobiho
symbol.

Latka této casti je rozsifujici, budeme se ji vénovat jen v piipadé dostatku casu. Vyklad
tedy bude tstni a na tabuli. Zajemci mohou najit pouceni o této problematice napriklad v knize
[3], kapitola 1.8.1: Discrete Square Roots.

Kongruencim 22 = a (mod n) se také vénuji ditkladné mnohé ucebnice teorie ¢isel, napiiklad
[5], kapitola 5: Quadratic Reciprocity. Ostatné, tuto knihu lze doporucit vem zéjemctim o teorii
Cisel.

5.2 Diskrétni logaritmus

Jsou déana cela ¢isla a, b, n, n > 1. Chceme urcit nezaporné celé ¢islo = takové, ze b* = a
(mod n), pokud takové z existuje.

Miize se stat, ze takovych z existuje vic, naptiklad x = 4 a x = 10 pro kongruenci 5% = 16
(mod 21), nebo naopak zadné, naptiklad pro kongruenci 5* = 3 (mod 21). (Pfedpokladejme,
ze existuje nezaporné celé ¢islo m spliyjici 5 = 3 (mod 21). Pak 21/5™ — 3, 5™ — 3 = 21q pro
néjaké celé ¢islo ¢q. Pak 5™ = 3 4 21¢q, 5™ =3 - (1 + 7q), 3/5™. Jsou dvé moznosti: m = 0 nebo
m > 0. Prvni pfipad dava 3/1, spor. Druhy piipad dava 3/5, spor.)

Diilezitym pripadem je situace, kdy existuje tzv. primitivni kofen modulo n. Co to je?
Jestlize g je celé &islo, g L n, pak dle Eulerovy véty (viz ¢ast 4.3) je g?™ =1 (mod n). Pokud
navic ¢(n) je nejmensi ze vSech kladnych celych ¢isel k spliiujicich ¢ = 1 (mod n), pak je g
primitivni kofen modulo n.

Pfipomenme, Ze pro celd ¢isla ¢, d plati: Jestlize ¢ = d (mod n), ¢ L n, pak d L n. To jsme
dokazali v ¢asti 4.3.

Dale, jestlize ¢ L n, d L n, pak c¢d L n. Zdivodnéni: Predpokladejme, ze ¢ 1. n, d L n.
Chceme: cd L n. Predpokladejme naopak, ze ¢isla cd, n nejsou nesoudélna. Existuje tedy
prvocislo p, p/cd, p/n. ProtoZe p je prvocislo, mame p/c nebo p/d. Pokud p/c, jsou &isla ¢, n
soudélné (vime, ze p/n), spor. Obdobné dostaneme spor v piipadé p/d. Nutné tedy cd L n.

Necht P={k € Z| 0 < k <n, k L n}. Uvédomme si, ze mnozina P ma ¢(n) prvk.

Necht tedy g je primitivni kofen modulo n. Pak P = {¢° mod n, ¢' mod n, ... ,g?™=1 mod
n}. Zdtvodnéni:
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e {¢°modn,g' modn,...,¢g*" ' modn} C P: Staci ukazat, ze pro kazdé nezaporné celé

¢islo i je ¢ mod n € P. Jisté 0 < ¢* mod n < n. Jesté musime ukazat, Ze ¢' mod n L n.
Ovsem ¢ L n, takZze ¢g' L n (soucin ¢isel nesoudélnych s n je ¢islo nesoudélné s n). Dale,
g'mod n = ¢* (mod n), takze g° mod n L n.

e {¢°modn,g' modn,...,¢g*"™ 1 modn} = P: Vime, Ze |P| = ¢(n). Staci tudiz ukazat,
ze pro celd ¢isla i, 7, 0 < i < j < é(n), je ¢’ modn # ¢/ mod n. Piedpoklddejme
naopak, Ze ¢' mod n = ¢ mod n. Pak ¢° = ¢ (mod n). Pak oviem 1 = ¢?~* (mod n). Je
0<j—i<¢(n). To je spor.

Predpokladejme, Ze a je celé ¢islo, a L n. Pak kongruence

g =a (mod n)

mé pravé jedno feseni v mmnoziné {0,1,...,¢(n) — 1}. Je totiz a mod n € P, takze a mod

n = ¢ mod n pro n&jaké i € {0,1,...,¢(n) — 1}; je ¢ = a (mod n). Vime jiz, %e pro j €

{0,1,...,¢(n) — 1}, j # 1, je ¢ mod n # ¢ mod n, takze nemiize byt ¢/ = a (mod n).
Konecné se dostavame k diskrétnimu logaritmu. Necht ¢ je primitivni kofen modulo n. Necht

a je celé ¢islo nesoudélné s n. Pak existuje pfesné jedno celé ¢islo [ splnujici

0<l<o¢n)Ag =a (modn)

A toto cislo [ se nazyva diskrétni logaritmus o zédkladu g z ¢isla a (modulo n) a znaéi se log, a
(pfipadné dlog,a). Jiny nazev, obvykly v teorii ¢isel, je index ¢isla a vzhledem ke g (modulo
n), oznaceni: index,, 4(a) nebo ind,(a).

Jiz C. F. Gauss védél, ze primitivni kofen modulo n existuje prave tehdy, kdyz n je nékteré
z ¢isel 2, 4, p', 2p°, kde p je liché prvocislo a i je kladné celé &slo.

Priklad 5.2.1. Uvedeme tabulku diskrétnich logaritmt o zakladu 2 modulo 13.

a ‘1
log2a‘0

23 45 6 7 8 9 10 11 12
1 4 2 9 5 11 3 8 10 7 6

Problémem diskrétniho logaritmu se nazyva nasledujici tkol: Je ddno n (celé ¢islo
vétsi nez 1), g (primitivni kofen modulo n), a (celé ¢islo nesoudélné s n). Najdi celé ¢islo x,
0 <z < ¢(n), takové, ze ¢° = a (mod n) (tj. najdi log, a).

Neni znam zadny efektivni deterministicky algoritmus, ktery fesi problém diskrétniho loga-
ritmu. Tento fakt hraje dilezitou roli v kryptografii a jejich aplikacich.

Dosud jsme hovorili predevsim feci teorie ¢isel. Na diskrétni logaritmus mizeme také nahlizet
z hlediska algebry.

Pfipomenme, Ze symbol Z; oznacuje mnozinu vSech zbytkovych tfid modulo n, jejichz prvky
jsou nesoudélné s n (viz ¢ast 4.3). Pro celé ¢islo ¢ symbolem [c],, ozna¢me zbytkovou t¥idu
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modulo n, v niz lezi ¢islo ¢, tedy [c], = {d € Z| d = ¢ (mod n)}. Pak Z* = {[k].| k € Z,0 <
k<n,k Ln}.
Vime, ze pro cela ¢isla ¢, d, ¢ 1. n, d 1. n, je cd L n. Predpis

[c]n - [d]n, = [cd]n

korektné definuje operaci na mnoziné Z;. To lze snadno dokazat. Také 1ze snadno ukazat, ze
Z} s operaci - je komutativni grupa, a to grupa fadu ¢(n).

Celé ¢islo g, g L n, je primitivni kofen modulo n pravé tehdy, kdyz [¢], je generator grupy
Z}. Takze primitivni kofen modulo n existuje pravé tehdy, kdyz grupa Z je cyklicka (a to je
pravé tehdy, kdyZ n je nékteré z &isel 2, 4, p', 2p°, kde p je liché prvocislo a i je kladné celé
¢islo).

Pokud [g],, je generator grupy Z, je Z* = {[9]%, 9]}, ..., [g}?i(")_l} a pro celé ¢islo a, a L n,
urcit diskrétni logaritmus o zékladu ¢ z ¢isla a znamena najit k£ € {0,1,...,¢(n) — 1} spliujici
915 = lal-

6 Grafy

Ideje, metody a poznatky teorie grafli a grafové algoritmy maji rozsahlé vyuziti v fadé oblasti
informatiky a je tedy tfeba seznamit se také se zaklady teorie grafi.

Zakladni informace o grafech (pfedevsim z hlediska vyuziti v informatice) lze najit v knize
[3], kapitola 2.4: Graphs.

Grafim, pfedevsim stromim, se vénuje také Donald E. Knuth v knize [7] v ¢asti 2.3: Stromy.
Nahlizi na né predevsim z hlediska programétora — ¢ast o stromech (jako dilezitém typu neline-
arnich struktur) je zafazena v kapitole 2: Informacni struktury. Nevyhyba se vSak ani piistupu
matematickému (Cast 2.3.4: Zakladni matematické vlastnosti stromi).

Knih (skript, ucebnic,. .. ) o teorii grafi je velké mnozstvi — v ¢estiné a, samoziejmé, hlavné
v anglictiné.

Jifi Matousek a Jaroslav Nesetfil jsou autory vyborné knihy [9], jejiz zna¢na ¢ast je vénovana
teorii grafii — jedna se o kapitoly 3: Grafy: avod, 4: Stromy, 5: Rovinné kresleni grafi, 7: Pocet
koster. Tuto knihu lze jednoznac¢né doporucit vSem, ktefi se zajimaji o teorii grafii a viibec o
diskrétni matematiku.

Doporucit 1ze také novou knihu [10].

Rada textti o teorii grafd je také volné piistupna na internetu, a to opét jak v cesting, tak
hlavné v anglictiné. Tyto texty si jisté dokazete vyhledat sami. Doporuc¢im jen dva texty, a to
vyukovy text [4] Petra Hlinéného z Fakulty informatiky Masarykovy univerzity v Brné; text je
primarné urcen pro potieby studentd informatickych obort na vysokych skolach (je ale dobfe
pristupny i ne-informatikim). Doporucit mohu také text [8].
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6.1 Zakladni ideje

Tato ¢ast ma hlavné prezentovat zakladni pojmy teorie grafii (a také néktera zakladni tvrzeni).
Zde je jejich seznam:

orientovany a neorientovany graf, vrcholy, hrany, incidence, stupné, sledy, tahy, cesty, cykly,
souvislé komponenty, silné souvislé komponenty, vrcholova souvislost, hranova souvislost, iso-
morfismus, regularita, vrcholové symetricky graf, hranové symetricky graf, podgrafy, uplné
grafy, bipartitni grafy, stromy, kostry grafu, rovinné grafy, Kuratowského véta, primeér grafu,
multigrafy, hypergrafy.

Veskerou uvedenou latku ve struéném (avsak postacujicim) rozsahu najdete v knize [3], ¢ast
2.4.1: Basic Concepts.

Jestlize chcete vyuzit ¢esky psanou a snadno dostupnou literaturu, pak doporucuji vyukovy
text [4], a to nasledujici ¢asti: 1.1: Definice grafu, 1.2: Stupné vrchola v grafu, 1.3: Podgrafy a
isomorfismus, 1.4: Orientované grafy a multigrafy, 2.1: Spojeni vrchold, komponenty, 2.3: Vyssi
stupné souvislosti, 3.1: Vzdalenost v grafu, 8.1: Rovinné kresleni grafu, 8.2: Euleriv vztah o
poctu stén, 8.3: Rozpoznavani rovinnych grafii. Projdete-li diikladné uvedené kapitoly, naucite
se o dost vic, nez je nezbytné potieba. Z toho vyplyva, ze je tfeba se zaméfit na pochopeni
definovanych pojmt — totiz téch, které jsou v seznamu uvedeném vyse. Z tvrzeni se zaméite
predevsim na véty 1.3, 1.4, 8.2 a jeji dusledky a na vétu 8.8 (Kuratowského véta). Na konci
kazdé ¢asti najdete tlohy k feseni. A na konci vykového textu je pak ¢ast IV: Kli¢ k feseni tiloh.

Mizete také v knize [9] projit ¢asti 3.1: Pojem grafu; isomorfismus, 3.2: Podgrafy, souvislost,
metrika a matice sousednosti, 3.4: Skére grafu, 5.1: Kresleni do roviny a na dalsi plochy, 5.3:
Eulertv vztah. Neseznamite se ovSem se vSemi pojmy z naseho seznamu, na druhé strané vsak
text jde vice do hloubky. Opét plati, zaméfte se predevsim na pochopeni definovanych pojmi;
z tvrzeni a vét se zaméite predevsim na 3.4.1 (a dusledek), 3.4.3, 5.3.1, 5.3.2 a 5.3.3. Na konci
kazdé ¢asti najdete cviceni, z nichz vSak néktera jsou obtiznéjsi ¢i obtizna. Na konci knihy jsou
pak navody ke cvicenim (jen nékterym).

6.2 Reprezentace grafi

Necht G = (V| E) je graf. Pfipomerime, Ze V' je neprazdna mnozina, jejiz prvky se nazyvaji
vrcholy (uzly) grafu. Graf je koneény, pokud mnozina V' je kone¢na. Graf je nekoneény, pokud
mnozina V' je nekonecna. V pfipadé orientovaného grafu je £ C V x V. V pfipadé neorientova-
ného grafu je £ C (‘2/), kde (‘2/) je mnozina vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny V. Prvky
mnoziny E se nazyvaji hrany grafu. Jestlize G je orientovany graf a (u,v) € E, pak fikdme, 7Ze
vrcholy u, v jsou incidentni s hranou (u,v), vrchol u je za¢atek hrany (u,v) a vrchol v je konec
hrany (u,v), (u,v) je hrana z u do v.
Existuji t¥i zakladni metody explicitni reprezentace kone¢ného grafu G = (V) E).

1. Seznamy sousedu
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e pro orientovany graf: Pro kazdy vrchol u je ddn seznam L[u] vSech vrchold v tako-
vych, ze (u,v) € E.

e pro neorientovany graf: Pro kazdy vrchol u je dan seznam L[u| vSech vrcholi v
takovych, ze {u,v} € E.

2. Matice sousednosti

e pro orientovany graf: Booleovska matice typu |V | x |V| s fadky a sloupci oznacenymi
vrcholy grafu G a s 1 na pozici (u,v) pravé tehdy, kdyz (u,v) € E.

e pro neorientovany graf: Booleovskd matice typu |V| x |V s fadky a sloupci oznace-
nymi vrcholy grafu G a s 1 na porzici (u,v) pravé tehdy, kdyz {u,v} € E.

3. Matice incidence

e pro orientovany graf: Matice typu |V| x |E| s fadky oznacenymi vrcholy grafu G a
sloupci oznacenymi hranami grafu G a s -1 na pozici (u, €), pokud u je zac¢atek hrany
e, s 1 na pozici (u, e), pokud u je konec hrany e a s 0 na pozici (u, e), pokud vrchol
u neni incidentni s hranou e.

e pro neorientovany graf: Booleovskd matice typu |V| x | E| s fadky oznacenymi vrcholy
grafu G a sloupci oznafenymi hranami grafu G a s 1 na pozici (u,e) pravé tehdy,
kdyz u € e.

Piiklad 6.2.1. Je dan neorientovany graf G (viz Obrazek 2). Sestrojime seznamy sousedu vr-
cholti grafu G, matici sousednosti grafu G (oznacime ji A) a matici incidence grafu G (oznacime
ji I). Vrcholy usporadame v poradi 1,2,3,4,5 a hrany v potadi a, b, c,d, e, f.

Obrazek 2
5
e f
c
4 3
d b
1 2
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Konecny graf G = (V, E') mtze byt uréen seznamy sousedu celkové velikosti O(|E|), matici
sousednosti velikosti O(|V|?) a matici incidence velikosti ©(]V| - |E|). Seznamy sousedti jsou
tudiz obecné nejvic ekonomické reprezentace grafii.

Z4dn4 z uvedenych metod nemtize byt pouzita pro popis nekoneénych grafii (nebo i velmi
velkych grafi). V takovych pfipadech je nutno pouzit jiné metody popisu grafti, napriklad
mnozina vrchold ¢i hran je specifikovana néjakou formuli. Uvedeme dva ptiklady:

1. Orientovany graf G = (Z, E), kde E = {(z,y) € Z x Z| z/y}; vrcholy grafu G jsou cela
¢isla, z x do y vede hrana pravé tehdy, kdyz ¢islo y je nasobkem c¢isla z.

2. Necht G = (C,-,7',1) je grupa, T C C. MnoZina T se nazyvéa symetrickd podmnozina
grupy G, pokud 1 ¢ Tage T = g ' € T (pro viechna g € T). Cayleyho graf G(G,T)
grupy G a jeji symetrické podmnoziny 7" je definovan takto: G(G,T) = (C, E), kde E =
{{u,v} € (9)| 39 € T,ug = v}; G(G,T) je neorientovany graf.

6.3 Parovani a barveni

Do této casti patii nasledujici pojmy a véty:

parovani, perfektni parovani, Hallova véta, Tutteova véta, hranové barveni, Vizingova véta,
vrcholové barveni, chromatické ¢islo.

Z anglicky psané literatury doporucuji knihu [3], ¢ast 2.4.3: Matchings and Colourings.
Obsahuje dosti stru¢ny, avSak pro nase ucely postacujici prehled.

Kde lze nacerpat informace ve snadno dostupné a cesky psané literature?

Tématu parovani se vénuje text [8] v kapitole 6: Parovani a pokryti. Nas zajimaji pfedevsim
Casti 6.1: Parovéani, 6.2: Parovani v bipartitnich grafech a 6.4: Uplné pérovani v obecnjch
grafech. Vénujte se definicim, a to pfedevsim parovani v grafu (strana 65), perfektniho parovani
(strana 66) a okoli mnoziny vrcholi (strana 67). Déle se vénujte vétam 6.2 (Hallova véta) a 6.5
(Tutteova véta; diikaz muzete vynechat). Na konci kazdé podkapitoly najdete cviceni.

Zakladni pouceni o barveni grafi doporucuji nacerpat ve vyukovém textu [4]. Jde pfedevsim
0 to seznamit se s pojmy. V &asti 7.1: Barevnost grafu jsou definovany obarveni (vrcholové
barveni) grafu a barevnost (chromatické ¢islo) grafu. V ¢asti 7.2: Variace na barevnost a jiné
najdete definici hranového barveni a hranové barevnosti grafu. Seznamte se také s vétou 7.11
(Vizingova véta; uvedena bez dikazu).
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V textu [4] v ¢asti 8.4: Barveni map a rovinnych grafti nebo v knize [9] v ¢asti 5.4: Barevnost
mapy — problém 4 barev si prectéte o slavném problému c¢tyt barev. Kdo méa zajem nejen o
matematické poznatky, ale také o jejich zdtivodnéni, najde v [9] vétu o 5 barvach véetné jejiho
dikazu (tvrzeni 5.4.3).

6.4 Cestovani grafem

Grafy jsou matematické objekty. V aplikacich vrcholy reprezentuji procesy, procesory, mésta,
firmy. Hrany reprezentuji komunikaé¢ni spoje, silnice. Rada aplikaci a grafovych algoritmi vy-
zaduje prochazet graf néjakym systematickym a efektivnim zpiisobem tak, abychom navstivili
vSechny vrcholy nebo vSechny hrany. Existuji riizné postupy jak to udélat.

Pfehledné a stru¢né pojednéni o téchto metodach najdete v knize [3] v ¢asti 2.4.4: Graph
Traversals.

Jako prvni uvedme eulerovsky tah (eulerovsky graf) a hamiltonovskou cestu a kruznici (ha-
miltonovsky graf). Prec¢téte si o tom v ucebnim textu [4] v ¢asti 2.4: Jednim tahem: Eulerovské
grafy. Dilezitd je predevsim charakterizace eulerovskych graf (véta 2.9). Jako zakladni infor-
mace o hamiltonovskych grafech zde postaci poznamka o hamiltonovskych kruznicich na strané
120 v [9]; pokuste se v této knize téz vyresit cviceni 6 na strané 122. Vazni zdjemci o proble-
matiku eulerovskych grafti si mohou v knize [9] pfecist také ¢ast 3.6: Algoritmus na kresleni
grafu jednim tahem — jedna se vSak jiz o latku rozsifujici. Obdobné, zadjemci o problematiku
hamiltonovskych grafti si mohou v knize [10] projit kapitolu 3: Hamiltonian Graphs — ta je vSak
jiz. dalekosahlym rozsitenim zakladni latky.

Dvé dalsi obecné metody prochéazeni grafu jsou prohledavani do sitky a prohledavani do
hloubky. Jsou potfebné pro zpracovavani velkych grafti v pocitaci. Prostudujte ve vyukovém
textu [4] ¢ast 2.2: Prohledévani grafu. Ukazky prohledavani grafu do $itky a do hloubky najdete
v casti 2.5: Cviceni: Prochazeni grafti, souvislost a isomorfismus.

Cestovani grafem dostava novou dimenzi, kdyz ke kazdé hrané je prifazeno nezaporné cislo,
zvané délka (cena, vdha) hrany. Hovoiime pak o vazeném (ohodnoceném) grafu. Ukolem je pak
najit nejlevnéjsi (nejkratsi) prichod grafem (samoziejmé, toto je volné vyjadieni, které je tieba
upresnit).

Prvni myslenkou je najit minimalni kostru grafu, tedy kostru s nejmensim souctem délek
jejich hran.

Existuje nékolik jednoduchych algoritmi pro nalezeni miniméalni kostry grafu. Asi nej-
znaméjsi jsou Kruskaltiv algoritmus a Jarniktv (Primiv) algoritmus. Seznamte se s nimi v
textu [4] v ¢asti 5.1: Hledani minimalni kostry nebo v knize [9] v ¢astech 4.4: Problém minimalni
kostry a 4.5: Jarnikiv algoritmus a Borivkiv algoritmus. Studium dikaz spravnosti uvede-
nych dvou algoritmi je jiz nad rdmec toho, co budeme v tomto kursu potiebovat (smoziejmé,
zéjemci se s diikazy mohou sezndmit); zaméite se predev§im na ukézky pribéhu algoritmu
(naptiklad v [4], ¢ast 5.5: Cviceni: Priklady o stromech, kostrach a hladovém postupu).

Modifikaci problému hamiltonovské kruznice v ohodnocenych grafech je problém obchod-
niho cestujicitho. Je dan uplny graf G, V(G) = {c1,...,¢,} a vzdalenost d(c;, ¢;) pro kazdou
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dvojici vrcholi (v této souvislosti se obvykle nazyvaji mésta) ¢; a c;. Ukolem je najit hamil-
tonovskou kruznici v G' s minimalnim souc¢tem vzdalenosti vrcholil, tedy najit permutaci 7
mnoziny {1,...,n} jeZ minimalizuje hodnotu souctu

Z d(cw(i)7 crr(i—i—l)) + d<cﬂ'(n)a Cﬂ'(l))

1<i<n—1

Neni znam zadny polynomialni algoritmus pro feseni tohoto problému, ale souc¢asné neni doka-
zano, ze takovy algoritmus neexistuje.

6.5 Stromy

Do této casti patii nasledujici pojmy:

strom, les, kofenovy strom, hloubka stromu, uspotfadany strom, binarni strom, reprezentace
binarnich strom?.

Postacujici pouceni najdete v knize [3] v ¢asti 2.4.5: Trees.

Z ceské (a snadno dostupné literatury) vam opét doporucuji vyukovy text [4]. Projdéte
dikladné celou ¢ast 4.1: Zakladni vlastnosti stromt; sezndmite se (pfipadné zopakujete si)
s pojmy strom, les a naucite se jejich zakladni vlastnosti. Také dikladné projdéte cast 4.2:
Kofenové stromy; seznamite se s pojmy kofenovy strom, usporadany strom. Nezapomente na
cvic¢eni na konci kazdé z uvedenych podkapitol.

Binérni strom a jeho reprezentaci vymezime struéné (avsak dostateéné pro tento kurs) piimo
zde.

Binarni strom je kofenovy strom, v némz kazdy vrchol ma nejvyse dvé déti a ka kazdému
vrcholu, kromé kotene, je pfifazeno ¢islo 1 nebo 2. V tomto pfipadé mizeme hovofit o prvnim
nebo druhém ditéti, pfipadné o levém nebo pravém ditéti. VSimnéte si, ze vrchol mize mit
pouze levé dité ¢i pouze pravé dité. V iplném binarnim stromu kazdy vrchol, kromé lista,
ma dvé déti.

Reprezentace binarnich stromii: Binarni strom s n vrcholy oznacenymi celymi ¢isly od
1 do n miZeme reprezentovat tfemi usporadanymi n-ticemi (linedrnimi seznamy) P[1, ..., n],
L[1,...,n], R[1,...,n]. Pro kazdy vrchol i, P[i] obsahuje ¢islo rodi¢e vrcholu i, L[i] obsahuje
¢islo levého ditéte a R|i] obsahuje ¢islo pravého ditéte vrcholu i. S touto reprezentaci binarniho
stromu lze kazdou z operaci (a) jit k rodiéi, (b) jit k levému ditéti, (c) jit k pravému ditéti,
provadét v ¢ase O(1).

Zajemctim o dalsi pouceni lze doporucit néasledujici dva zdroje (upozornuji vsak, ze obsahuji
mnohem vice informaci (pojmu, tvrzeni), nez stanovuje sylabus tohoto kursu):

[9], kapitola 4: Stromy

[7], ¢ast 2.3: Stromy; Donald E. Knuth zde ¢tenafi predkladd velmi mnoho informaci (v
Ceském prekladu zabiraji 116 stran). Upozornuji, Ze kofenovy strom se v této knize nazyva
orientovany strom. Jak jsem uvedl jiz vyse, Knuth nahlizi na stromy predevsim z hlediska
programatora — ¢ast o stromech (jako dilezitém typu nelinedrnich struktur) je zafazena v
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kapitole 2: Informacni struktury. Nevyhyba se vSak ani pfistupu matematickému (¢ast 2.3.4:
Zakladni matematické vlastnosti stromi).

7 Zaklady teorie slozitosti

V této c¢asti se mate naucit minimum zakladd teorie slozitosti. Pro¢ minimum? Prosté proto,
ze této problematice je v sylabu tohoto kursu vénovano malo ¢asového prostoru.

Mnoho problémii, naptiklad v teorii grafii, je povazovano za ”tézké”z algoritmického tthlu
pohledu. V této casti budeme prezentovat minimalni teoreticky zaklad potfebny k pochopeni
obvyklé klasifikace ”obtiznosti” problém.

Problematika (v rozsahu, jaky v tomto kursu potfebujeme) je pékné zpracovana v knize
[10], kapitola 2: A Glimpse at Complexity Theory.

Existuje velké mnozstvi knih a studijnich materialti pojednavajicich o teorii slozitosti (sa-
mozfejmé prevazné v anglicting, ale mnohé také v cesting). Rada z nich je volné k dispozici
na internetu a jisté si je snadno vyhledate. Je tu vSak jeden problém: Vyukové texty jsou
casto urceny pro kursy teorie slozitosti, kterym je vénovan cely semestr, ne-li celé dva semestry
(napriklad na Katedte kogiky Filosofické fakulty UK se v zimnim semestru vyucuje Vypocetni
slozitost I a v letnim semestru Vypocetni slozitost II, vzdy 2 hodiny pfednasky tydné). Ukazkou
takového textu je [11].

R&d bych se zminil jesté o uéebnim textu [6] - je to cesky psany a volné pfistupny uc¢ebni
text pro kursy teoretické informatiky. Teorii sloZitosti je vénovana kapitola 8: Uvod do teorie
slozitosti a kapitola 9: Uvod do teorie slozitosti — rozifujici ¢ast. Samozfejmé, pied studiem
uvedenych kapitol by bylo treba seznamit se s latkou nékterych predchozich kapitol, jisté aspon
kapitoly 6: Uvod do teorie vyéislitelnosti.

7.1 Neékteré tridy sloZitosti

Latka této casti:

rozhodovaci problém, tiida P, tfida NP.

Turingovy stroje jsou uziteénym modelem vypoc¢t poskytujicim formalni definici algoritmu.
Nebudeme zde tento model prezentovat, budeme vsak predpokladat, ze mame rozumné chapani
toho, co je algoritmus (budeme tedy vychazet z Churchovy - Turingovy teze: ke kazdému algo-
ritmu lze zkonstruovat ekvivalentni Turingiv stroj). Nasim cilem je podat neformalni vymezeni
tfid P a NP.

Prectéte si v knize [10] ¢ast 2.1: Some complexity classes.

7.2 Polynomialni redukce
Latka této casti:

polynomialni redukce, NP-tézky problém, NP-tplny problém.
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Naucime se porovnavat rozhodovaci problémy pomoci polynomialnich redukci. To umozni
definovat, kdy je rozhodovaci problém NP-tézky a kdy je NP-tuplny.
Prectéte si v knize [10] ¢ast 2.2: Polynomial reductions.

7.3 Vypocetné obtizné problémy teorie grafu

Mnohé problémy teorie grafii jsou vypocetné obtizné. Cilem této casti je prezentovat seznam
nékolika NP-tuplnych problémil teorie grafti. Jde pouze o to registrovat fakt, Ze problém je
NP-uaplny, nikoli to dokazovat.

Prectéte si v knize [10] ¢ast 2.3: More hard problems in graph theory.

Alternativné (nebo navic) mizete v textu [11] projit ¢ast 3.3: NP-tuplnost a ¢ast 3.4: Dalsi
priklady NP-tplnych tloh. Najdete tam, jak nazvy napovidaji, priklady NP-tplnych problému
(nékteré nespadaji do teorie grafil) a to v€etné dikazi, ze opravdu jsou NP-uplné. Tyto dikazy
miizete vynechat.

8 Sylabus rozdéleny do tydnu

1. Rekurence a zakladni metody fesSeni rekurenci: substituéni metoda, itera¢ni me-
toda

2. Redukce rekurenci na algebraické rovnice: homogenni linearni rekurence, charakte-
risticky polynom, charakteristické koteny

3. Specialni funkce: funkce dolni a horni celé ¢asti, logaritmy, binomické koeficienty, bi-
nomicka véta

4. Asymptotika: asymptotickd hierarchie, O-, ©- a ()- notace, relace mezi asymptotickymi
notacemi, manipulace s O- notaci, asymptotika a rekurence: analyza algoritmi rozdél a
panuj

5. Euklidtav algoritmus a prvocisla: Eukliduv algoritmus: nejvétsi spoleény délitel, nejme-
nsi spoleény nasobek, rozsiteny Euklidiv algoritmus, analyza Fuklidova algoritmu; pr-
vocisla: Zakladni véta aritmetiky, Eratosthenovo sito, Eulerova funkce ¢, Prvociselna
veta

6. Kongruence: zbytkové t¥idy modulo n, feSeni linedrnich kongruenci, Cinské véta o zbyt-
cich, modularni umocnovani, Mala Fermatova véta, Eulerova véta

7. Diskrétni logaritmy: primitivni kofeny, diskrétni logaritmus

8. Zakladni pojmy z teorie grafii: orientovany a neorientovany graf, vrcholy, hrany, inci-
dence, stupné, reprezentace grafli: seznamy sousedii, matice sousednosti, matice incidence

48



10.

11.

12.

13.

Dalsi vlastnosti grafii: sledy, tahy, cesty, cykly, souvislé komponenty, silné souvislé
komponenty, vrcholova souvislost, hranova souvislost, isomorfismus, regularita, vrcholoveé
symetricky graf, hranové symetricky graf, podgrafy, Gplné grafy, bipartitni grafy, stromy,
kostry grafu, rovinné grafy, Kuratowského véta, prumeér grafu, multigrafy, hypergrafy

Parovani a barveni v grafech: parovani, perfektni parovani, Hallova véta, Tutteova
véta, hranové barveni, Vizingova véta, vrcholové barveni, chromatické cislo

Cestovani grafem: eulerovsky tah, eulerovsky graf, hamiltonovska cesta, hamiltonov-
sky graf, prohledavani do sitky, prohledéavani do hloubky, minimélni kostra, Kruskalav
algoritmus, Primiv algoritmus, problém obchodniho cestujiciho

Stromy: strom, les, kofenovy strom, hloubka stromu, uspofadany strom, binarni strom,
reprezentace binarnich stromi

Zaklady teorie slozitosti: nékteré tiidy slozitosti: rozhodovaci problém, t¥ida P, t¥ida
NP:; polynomialni redukce: NP-tézky problém, NP-tplny problém; vypocetné obtizné
problémy teorie grafii
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