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Uvodni slovo

Organizace vyuky

Tento predmét je ukoncem zapoctem a zkouskou.

« Zapocet je udélen za vypracovani seminarni prace, ktera bude zamérena na praktic-
kou aplikaci probranych uloh. Téma prace bude upfesnéno pfi vyuce.

« Zkouska je ustni a je kladen duraz na porozumnéni probirané latce, soucasti zkousky
je i rozbor vypracované seminarni prace.

Numerickad matematika je matematicka disciplina, ktera ma Siroké aplikace od predpovedi
pocasi, informatiky, ekonomie, pfes zpracovani obrazu az po treba biologii. Bohuzel (pro nas)
spektrum jejich nastroju je velmi Siroké a navic cela fada metod vychazi z matematického
aparatu, ktery presahuje Vase znalosti matematiky. Zde jsou vybrany jen nékteré metody, které
(napf. spline ktivky).

Za Kklicove pri studiu téeto discipliny povazujeme pochopeni podstaty problému a z néj pra-
menici schopnost aplikace probranych metod. Za nejméné vhodny zpusob povazujeme pouhé
formalni se nauceni vét a definic a mechanicky zpusob pouziti probranych algoritmu. U stu-
dentu informatiky povazujeme za dulezité i schopnost dané metody implementovat (napro-
gramovat) se zfetelem, jak k funkcnosti, tak i efektivite.

Text je doplnén otazkami k zamysleni a tkoly. Otazky k zamysleni jsou koncipovany tak,
aby Vam ukazali dany problem z jiného pohledu a téz rozsirili Vas prehled o dané problema-
tice, jsou spise teoretictéjsiho razu. Ukoly jsou praktické, jsou zaméfeny na aplikaci danych
poznatku a implementaci metod. Volbu programovaciho jazyka nechavame na Vas. Zde jen
poznamenejme, Ze probirané algoritmy a metody jsou v naprosté vétsiné jiz implementovany
(vétsinou efektivné) v ruznych numeckych knihovnach danych jazyku, ¢i nastrojich pro mate-
matické modelovani MATLAB, Octave, Scilab,... A v praxi se spise jedna o uziti téchto knihoven
a nastroju, nez o vlastni implementaci danych algoritmu.



1 Aproximace a interpolace v IR

CILE KAPITOLY

Cilem této kapitoly je seznymit ¢tenare s obecnym pohledem na aproximaci funkce v IR. Dale
se konkrétné vénujeme jedné z aproximacnich metod, konkrétné Lagrangeové interpolaci.

KLICOVA SLOVA

Lagrangeova interpolace, chyba interpolace

Jedna ze zakladnich uloh numerické matematiky je aproximace dané funkce f jinou funkeci ¢

Zadani aproximované funkce - analyticky, nebo je k dispozici

« tabulka hodnot (z;, f;),z;, fi € R,i=0,...,n,n € IN, f; = f(x;)

- tabulka hodnot funkce a hodnot derivaci funkce do urcitého radu v uzlech z;

Pro funkeci f definovanou na uzavieném intervalu [a, b] uvazujeme déleni intervalua, b):
a =z < x1,... < x, = bn € Z" = {0,1,...} anazgvame ho siti. z;, 1 = 0...,n
nazyvame uzly (ekvidistantni, je-li z; = a + ih, kde h € IR je krok sité.)

Pozadavky na aproximujici funkci :
(A) jednoduchy tvar, snadno vycislitelna

- polynom {1, x, 22 23, ...}

trigonometricky polynom {1, sin x, cos z, sin 2x, cos 2z, . . .}

g’:g)), kde P, (z), resp. @, (x) jsou polynomy m—tého, resp.

racionalni funkce

n—tého stupné

- exponencialni funkce ae®

(B) rovnost hodnot, event. derivaci az do fadu m v uzlech:

(©) [l — f|| ‘mala’, kde || - || zna¢i normu
Poznamka: 1.1. Od pozadavku (B, 1.1) nékdy upoustime ( napi. prolozeni pfimky tfemi body )
Nejcastéjsi zpusoby aproximace:

1. Interpolace - k funkci f sestrojime funkci ¢ z jisté tiidy M splnujici (B)



2. Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu - k funkci f sestrojime funkci ¢ z jisté tfidy
M spliiyjici (B) ve smyslu nejmensich ¢tvercu

« diskrétni pripad

n n

Do wilf () = p(w:))” = min 3 wi(f (i) — (@)’
i=0 veMiZo
kde w; > 0,7 =0, ...,n jsou zadana cisla, zvana vahy.

Nazev ‘nejmensi ¢tverce’ je patrny z nasledujici ukazky:
Pro dané déleni intervalu [a, b] a dané kladné vahy w; uvazujme normu funkce f

danou vztahem
Hf” = Zwi(f(xi))2
\ i=0

. 2 _ : . 2
1f =" = min [|f =]

© € M se hleda tak, ze

« spojity pripad

b 2 b 2
| w@)(f(@) = o(@)dr = min [ w@)(f@) - (@) do

PpeM
w je kladna vahova funkce®.
3. Cebysevova (stejnomérna) aproximace - k funkci f sestrojime funkei ¢ z jisté tiidy M
splnujici
mas o) = f(0)] < ma () - )

pro vsechny funkce ) € M, kde M je zvolena mnozina funkci.

1.1 Lagrangeuv interpolacni polynom

Hledame polynom L, stupné nejvyse n, piSeme L,, € II,, kde II,, znali prostor polynomu
stupné nejvyse n. takovy ze

Ly(x;) = f(x;) i=0,...,n, (1.2)

r; - navzajem ruzné uzly, obecné neekvidistantni. Takovy polynom nazveme Lagrangeovym
interpolacnim polynomem.

Véta 1.1. Nechf xy, . .., x, jsou navzajem ruzné uzly. Pak existuje pravé jeden interpolacni po-
lynom L,, € I1,,:

Dukaz. 1. Existence
Uvazujme polynomy

(x—zo)(x—21) ... (r — i) (x —xip1) ... (T — 2p)
(.TZ' — (L’Q)(I‘Z - .131) Ce (.Z‘Z — (L’i_l)<l’i — $i+1> . (l‘z — l’n)

(tzv. Lagrangeovy polynomy).

!Obecné se staci, aby existoval jeji integral v druhé mocniné na intervalu [a, b], tedy w € L?(a, b) a kladnost
funkce byla porusena v kone¢ném poctu bodu.



B) li(x;) = 6i; = (Kroneckerovo delta).

Polozme

2. Jednoznacnost
Nechf L L2 € II,, splauji (viz (1.2))

L (z) = L2(z;) = f(x) Vi=0,...,n.

Potom L! — L2 € TI,, je polynom, ktery ma (n + 1) raznych kofenu. Podle zakladni véty
algebry je L} — L? nulovy polynom.
O

Poznamka: 1.2. Polozme
wni1(2) = (2 — x0) ... (x — xy).
Potom plati
Wn+1 (l’)
(7 —23) - Wiy (71)

"y " . L
kde ¢arka v w!_ , (;) oznacuje derivaci.

V pfipadé, ze potiebujeme vydislit Lagrangeuv interpla¢ni polynom v jednom bodé, je mozné
pouzit tzv. Aitken—Nevillovo schéma.

Véta 1.2. Bud Ly = f(x;) hodnoty interpolované funkce v uzlovych bodech x;, i = 0, ..., n.
Oznacime-li pomoci L, Lagrangeuv interpolacni polynom stupné nejvyse k, ktery interpoluje
funkci f v uzlovych bodech x;_y, ..., x;, 1 <k <i,i=1,...,n, pak plati

(x — @) Lip—1(2) — (v — ) Li_1 1 ()

Lig(x) = p— ,oi=1,...,n, 1 <k<i (13)

Pri pouziti Aitkenova—Nevillova schématu pomoci rekurentniho predpisu (1.3) spocteme hod-
notu L,,(x), pro kterou plati L, (z) = Ly, (x).

1.1.1 Chyba Lagrangeovy interpolace

Véta 1.3. Nechf f € C"1(I), kde I je nejmensi interval obsahujici xg, . . ., T, ** a T, . .., Ty,
jsou navzajem ruzné uzly, . Necht L,, € 11, je Lagrangeuv interpolacni polynom pro funkci f.

Pak3¢ el
FUrV(E) - wi (27)
(n+1)!

f(@®) = Ln(2") =

(chyba Lagrangeovy interpolace v bodé x*).



Dukaz. Pro x* = x; je dukaz zfejmy. Pro 2* # x; uvazujeme funkci :

F(z) = f(z) = Ln(z) — t - wnpa(2)
kde ¢ € IR. Plati:

Pro vhodnou volbu
f(@*) = La(x")
Wn+1 (SL‘*)

plati, ze F'(z*) = 0. F' ma tedy n + 2 nulovych bodu (uzly z; a bod z*). Podle Rolleovy véty:

t =

(1.4)

F’ ma aspon n + 1 nulovych bodu,

FO+D ma aspon 1 nulovy bod, ozna¢me ho €.

(n+1)!

kde jsme vyuzili toho, Ze (n+ 1)-ni derivace L,, je nulova a (n+ 1)-ni derivace w,, 1 je (n+1)!.
Dosadime-li za t ze vztahu (1.4), dostaneme

FO(g) =0 = () —0—t- (n+ 1) /“nﬂ(x)

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Rozmyslete si pfipadna zjednoduseni tvaru Lagrangeovych polynomu v ptipadé ekvi-
distantnich uzlu.

@ UKOLY

1. Naprogramujte Lagrangeovu interpola¢ni metodu. Vstupem jsou uzlové body a hodnoty
funkce v nich, vystupem je graf funkce.

2. Implementujte Aitkenovo—Nevillovo schéma.

3. Pomoci Lagrangeovy interpolace interpolujte funkci f(z) = m na intervalu <
—1,1 > v ekvidistantnich uzlovych bodech. Vyzkousejte vliv poctu uzlovych bodu na
kvalitu interpolace.

4. Pomoci Lagrangeovy interpolace se pokuste urcit derivaci interpolované funkce f(z),
resp. porovnejte derivaci vstupni funkce f’(z) s L/ (x). Budete tedy muset naprogra-
movat derivaci L. polynomu, pro jeji vypocet pouzijte jeji aproximaci pomoci diferenci:

L (x) = Lotz En(e=h) ‘kde > 0 je male.




2 Kubicky spline

CiLE KAPITOLY

V této kapitole se budeme vénovat konstrukei ptirozeného kubického spline. Cilem je opét
navrhnout postup prokladani zadanych bodu, ktery budeme moci naprogramovat.

@ KLICOVA SLOVA

spline krivky, kubicky spline

V praktickych tlohach jsou pomérné casté situace, kdy mame prolozit (interpolovat) velke
mnozstvi bodu. Pouziti Lagrangeovy interpolace povede k polynomum vysokych stupnu. Dal$im
duvodem je to, ze i v piipadé pomerné jednoduchych funkci, je hodnota interpolované funkce

a Lagrangeova interpolacniho polynomu znac¢né rozdilna (mimo uzloveé body), viz tkol ¢islo 3
v predchozi kapitole. Nabizi se tedy moznost pouziti tzv. spline krivek.

Definice 2.1. Nechf je dano déleni intervalu [a,b], a = 19 < 1 < ... < z, = b (v; navzdjem
ruzné). Rekneme, ze funkce ¢ : [a,b] — IR je kubicky spline, jestlize

1. " je spojita (p € C?[a, b)),
2. 90|[x¢,w¢+1] je kubicky polynom, proi = 0,1,...,n — 1.

Poznamka: 2.1. Spline - elastickeé pravitko pouzivané pri stavbé lodi

Poznamka: 2.2. Kubicky spline je specialnim piipadem spline k-tého radu pro k = 3. Duvodem
castého pouziti kubického spline je fakt, ze lidské oko je schopné rozlisit jesté zmény 2. deri-
vace.

Véta 2.2. Nechf f € C?[a,b]. Pak pro kazdy kubicky spline ¢ spliiujici
olx;) = fxy), i=0,...,n
plati
loll < 71, kde full*:= [ (o)

jestlize je splnéna néktera z nasledujicich trech podminek:

@)  ¢"la)= 0  =¢"0)
(b) ¢'(a) = f'(a) a &' (b) = f'(b) (2.1)
(©) ¢(a)=¢'(b) a ¢"(a)=¢"(b)

Poznamka: 2.3. Ve vsech tiech pripadech (a), (b), (c) je kubicky spline urcen jednoznacné.

10



2.1 Konstrukce prirozeného kubického spline

V nasledujicim uvazujme znaceni:

fi = flz;) Vi=0,...,n,
©; = <p|[xi7xi+1} Vi=0,...,n—1,
hi = i1 — Vz:O,,n—l

Kubicky polynom ¢; je na intervalu [x;, z;,1] uren ¢tyfmi koeficienty (a, b, ¢, d pfi kubickém
polynomu ¢(z) = ax3 + bx? + cx + d). Pocet intervalu je n, celkem méame tedy pro uréeni ¢
pocet stuprit volnosti 4n. Pro tyto stupné volnosti sestavime pfislusné rovnice.

Pocet neznamych 4 x pocet intervalu 4n
Pocet rovnic o(x;) = f(z;),i=0,...,n n+1

spojitost pva;,e=1,...,n—1 n-—1 5 o 5 .
Pocet rovnic je o dvé mensi

spojitost ' v, i=1,...,n—1 n—1
spojitost " va;,i=1,....n—1 n—1
dn — 2

nez pocet neznamych. Doplnime je proto nékterou z podminek (2.1), (a)-(b). Uvazujme napf.
podminku (2.1), (a), tj. podminku nulovych druhych derivaci v krajnich bodech. Takovy spline
nazyvame prirozenym kubickym splinem. Pro urceni prirozeného kubického splinu hledame
; ve vhodném tvaru. Ukazuje se, Ze efektivni metoda neni zaloZena na vyjadieni

wi(r) = a;x® + bz + cix + d;
ani na vyjadreni
0i(1) = a;(z — ;)% + bi(x — 23)* + ci(x — 23) + di,
ale na vyjadfeni pomoci tzv. momentu, coz jsou hodnoty druhé derivace ¢ v uzlech. Ozna¢me

je MZ
Mi = SOH(.CI%’), 1= 0, oo

a predpokladejme, Ze tyto momenty zname. Pozdéji ukazeme, jak je urcit. Plati

@; — kubicky polynom
¢, — parabola

¢! — primka
Z predpokladu spojitosti druhé derivace ¢ v uzlech dostavame
M; = (,0;,(5(,’@’),
Miyr = ¢ (i)

Je tedy ¢! ptimka, prochazejici body (x;, M;) a (z;41, M;.1) (viz obr. 2.1).

11



M

©5
Mo

T
T; Tit1

Obrazek 2.1: Pfimka ¢/

Integraci odvodime

M.
/ [ g— 4 . .
oi(z) 2, 2,

M;
e = =5,

vhodny rozpis integrac¢ni konstanty 1

M;
(= 2i1)? + 6h+-1 (2 —2)* + Ai(z — 2;) + B (2.2)

Ve vyjadreni ; ve tvaru (2.2) nejprve urc¢ime koeficienty A;, B;, ¢ = 0,...,n — 1 pomoci

momentu a potom sestavime rovnice pro momenty. Vyuzijeme k tomu podminky interpolace
pi(zi) = fi,

%(l'z‘ﬂ) = fiy1,1=0,...,n—1

Coz vede na dvé rovnice pro dvé neznamé A;, B;, i = 0,...,n — 1. Dostaneme

M;
i(x;) = 5 h? + B; = fi,

—> Bi —Ji — . h27
f 6 K3

@i(Tiy1) = 6+1 “hi+ Aihi + fi — 5 hi = fir,
Y _fz‘+1h— fi n M; —GMI:H .

Rovnice pro momenty sestavime ekvivalentnim vyjadfenim podminky spojitosti derivace ku-

bického spline v uzlech:

Oi 4 (z) = ¢ilx;), i=1,...,n.
Pfipomenme si tvar ¢/
Mi ]\4-Z 1
i(x) = _th '<$—$i+1>2+ 2}; '(I—:Ei)QJrAZ-

12



resp. ¢, Y
i—1

M;
Fha@) = gt = w0+

2hi_y (x —@im1)® + Ait.

S vyuzitim vyjadfeni pro A;, resp. A;_; pomoci momentu dostaneme

fi_fi—l Mi—l _Mi

' (x;) = 0 L p2 hy
gpl—l(x ) + 2h7/_1 i—1 + hl_l + 6 1
M; fivi—fi  Mi— M
= — h240 chy = Oh(x;).
Protoze konstruujeme pfirozeny kubicky spline, je My = ¢"(z9) = 0 = ¢"(z,) = M, a
dostavame tak n — 1 rovnic (¢ = 1, ...,n— 1) pro nezname momenty My, Mo, ..., M, ;. Tyto
rovnice lze prepsat ve tvaru
hi—1 hiov  hioa  hi hy h; Ji—fior | fimn— fi
6 it ( > 6 2 6 g he I
h;_1+h; gi
3

Maticovy zapis vede na soustavu s tiidiagonalni matici.

ho+h1 h1

3 6 M, g1
. . M; gi—1
h271 hi*l"!‘ 1 hz _
6 3 6 My | =1 g
: M4 gi+1
hn—2 hn—2+hn_1 Mn—l Jn—1

6 3
Pro ekvidistantni déleni s krokem h ma matice soustavy tvar

4 1

o=

1 4
Nyni zbyva jen soustavu vyfesit a ziskat jednotlivé momenty M;, které muzeme pouZit pro
konstrukei spline kfivky ve tvaru 2.2.
Pii vysetfovani fesitelnosti této soustavy lze vyuzit nasledujici definici a vétu z algebry:

Definice 2.3. Rekneme, Ze matice A typun x n,n > 2 je ostie diagonalné dominantni (ODD),

Jjestlize
n

‘aii| > Z ‘aij| VZ::[,,TL

=1

Lemma 2.1. Vsechna vlastni ¢isla matice A typun x n,n lezi v komplexni roviné ve sjednoceni
kruhu (Gersgorinovych)

n
‘Z—CLHISZ‘CLU’, z:l,,n (23)
i

13



Véta 2.4. Nechf A € IR™ " je ODD. Pak A je nesingularni.

Dukaz. pomoci Gersgorinovych kruhu

A je nesingularni < detA # 0 < rovnice det(A — AI) = 0 nema kofen A = 0 < nula neni
vlastnim ¢islem matice A. Nechf )\ je vlastni ¢islo matice A

x
Ar = Az Y= Tl ||| := m?x|xi|

Ay = Ny lyi| <1, Fig = |y =1
Z Qio5Y;5 + QigigYio = )\yio

J7#10

| D aiosil = 1A = igio 19|

J#io

A= aigiol < D |atigs]

J#i0
(Gersgorinuv kruh o stfedu a;,;,a poloméru > |a;;|)
J#io
Kdyby A = 0 bylo vlastnim ¢islem
|@igiol < D lai;|  Spors ODD
J#io

A = 0 tedy neni vlastni Cislo a matice A je nesingularni. O]

Matice soustavy rovnic pro momenty je ODD, soustava je tedy podle vyse uvedené véty jed-
noznacné fesitelna a protoze matice soustavy je tridiagonalni, 1ze pro feseni pouzit napt. Gau-
Bovu eliminaci.

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Rozmyslete si jak implementovat ulozeni tfidiagonalni matice soustavy rovnic pro vypocet
momentu M.

@ UKOLY

1. Naprogramujte interpolaci pomoci prirozeného kubického spline. Vstup uzlové body a

hodnoty funkce v nich, vystupem je graf funkce.
2. Pomoci kubického spline interpolujte funkei f(z) = mﬁ na intervalu < —1,1 > v
ekvidistantnich uzlovych bodech. Porovnejte s Lagrangeovou interpolaci.

14
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3 Numericka integrace funkci

CiLE KAPITOLY

V teto kapitole se budem zabyvat numerickym vypoctem urcitého integralu (numerickou kva-
draturou) funkci jedné proménné a ukazeme si zakladni kvadraturni formule.

KLICOVA SLOVA

numericka kvadratura, Newtonovy—Cotesovy vzorce, slozené Newtonovy—Cotesovy vzorce

Vypocet urciteho integralu je pomérné obtizna loha matematické analyzy. Obvykle pfini po-
stupujeme tak, ze urcime nejprve primitivni funkci(neurcity integral) a poté pomoci Newtonovy-
Leibnitzovy formule spocitame urcity integral. Bohuzel i v pfipadé pomérné jednoduchych
funkei (napf. e*") je nalezeni primitvni funkce komplikované. A iv pfipadé, Ze umime nalézt
primitvni funkci, muze byt velmi komplikovana a vypocetné naro¢na, nebo muze byt integro-
vana funkce zadana jen v jistych bodech. Nabizi se tedy provadét vypocet urcitého integralu
priblizné, tj. numericky:.

Nechf je dano déleni intervalu [a,b], a < 2o < 71 < ... < z, < b (r; navzdjem ruzné).
Oznatme h = max;c(o, . n-1} |Tit1 — Til.

Cil: I(f) = /ab f(z)dx = I (f) = Zalf(xz) (3.1)

Vzorec .
I(f) =D i f(:)
i=0

se nazyva kvadraturni formule, a; jsou koeficienty kvadraturni formule a x; jsou uzly kvad-
raturni formule. Motivace hledani aproximace urcitého integralu ve tvaru linearni kominace
hodnot funkce f v uzlech x; je zfejma z nasledujiciho odstavce.

3.1 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Pro dané n € IN uvazujme ekvidistantni déleni intervalu [a,b] s krokem h = =% z; =
a+th, i =0,...,n. Aproximujeme-li funkci f Lagrangeovym interpolacnim polynomem L,
pro uzly x, ..., x,, lze urcity integral z funkce f aproximovat nasledujicim zpusobem:

/abf(x) dr ~ /abLn(x) dr =

£;(z)

n

/abe(Ii) (x —x0)...(r —xi—1)(® — xig1) ... (x — xp) I

i—0 (ZL‘Z — .CL'O) . (ZL‘Z — l’i_l)(,Ii — xi—i—l) . (LL'Z — l‘n)
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n b

> / Gi(a) de f(xs) (3.1)

Tento vzorec nazyvame pro ekvidistantni uzly Newtonuv-Cotesuv. Pro vypocet koeficientu «;
pouzijeme nasledujici substituci

subst. * = a-+th
_b—a

T, = a+ih, h
n

Ozi:=/ab ﬁ (x_xi))dx:b—a/on ﬁ E::j;dt (3.2)

J:07]7é1( ’ Jj=0,j#i

Uvedme si piiklady nékterych N-C vzorcu. V pfipadé aproximace integrované funkce pomoci
linearniho polynomu, mluvime o tzv. lichobéznikovém pravidle (n = 1):
fla) + f(b)

Ti(f) = (b -a)=—F5— (33)

V pripadé aproximace integrované funkce pomoci paraboly (n = 2), dostavame tzv. Simpso-
novo pravidlo

510 =5 (s var (450) + sm). 6.0

Z konstrukce Lagrangeovy interpolace L,, funkce f € II,, plyne, ze L, (x) = f(z), a tedy N-C
vzorec je presny pro polynomy stupné nejvyse n. To nas vede k nasledujici definici.

Definice 3.1. Rekneme, Ze kvadraturni formule X", o; f(x;) ma rad presnostim, jestlizem € IN U {0}
Jje maximalni ¢islo takove, Ze
b n
/ plx)de =Y a;p(z;)  Vp €Il (3.5)
@ i=0
Lemma 3.1. Je-li kvadraturni formule >}, o; f(x;) symetricka, t.j. proi =0, ..., n plati

b_xnfi = I;—a,

Q& = On—i,
a je-li jeji rad > n, n sudé, pak je jeji fad > n + 1.
Lemma 3.2. Newtonuv-Cotesuv vzorec je symetricka kvadraturni formule.

Dusledek 3.1. Pron sudé je rad N-C vzorce > n + 1.

Nyni se budeme zabyvat odhadem chyby, které se dopustime pfi nahradé presné hodnoty
urcitého integralu 7( f) funkce f(z) pomoci N-C vzorcu.

Definice 3.2. (zbytek kvadraturniho vzorce) Rozdil

En(f)=I(f) — In(f),
kde

nazyvame zbytek kvadraturniho vzorce.
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Pro odhad chyby pouzivame nasledujici lemata:

Lemma 3.3. (Odhad chyby lichobéznikového pravidla) Nechf f € C?|a, b]. Oznaéme T}, (f) N-C
vzorec pron = 1 (lichobéznikoveé pravidlo). Pak 3¢ € [a, b):
AN

o h=0-a) (3.6)

I(f) = Tu(f) =

Lemma 3.4. (Odhad chyby Simpsonova pravidla)
Nechf f € C®[a, b]. Oznaéme Sy,(f) N-C vzorec pron = 2 (Simpsonovo pravidlo). Pak 3£ € [a, b]:

h? (b—a)

Lo, a=020 67)

I(f) = Su(f) = =

Z vyse uvedenych lemat vyplyva zZe chyba, které se dopustime zavisi na jednak na hodnoté
derivace integrované funkce a dale téz na velikosti kroku A. Pfi zmensovani kroku A dochazi
ke zmenseni chyby. Tento fakt je zakladni myslenkou pro slozené kvadraturni vzorce.

3.1.1 Slozené Newtonovy-Cotesovy vzorce

Newtonovy-Cotesovy vzorce lze také aplikovat tak, ze interval [a, b] rozdélime na n ekvi-
distantnich subintervalu [z;, z;41] velikosti h a na kazdém z téchto subintervalu pouzijeme

Newtonuv-Cotesuv vzorec pro m + 1 ekvidistantnich vzl z; = z;, < -+ < 2y, = T;41 S
krokem H
b— h
ri=a-+1ih, h= a,i:O,...n,xij::ci—i—jH,H:— n,m € IN
n m
n—1 Tty n—1 n—1 m
1) =3 [ p@)de s Y1) = 3 3 i f(ws) = In()
i=0 V% i=0 i=0 j=0

Véta 3.3. (slozené N-C vzorce) Nechf f € C™*+!{a, b]. Pak pro slozené N-C vzorce plati
[I(f) = Tu(f)| < cH™, (3.8)
kde ¢ > 0 je konstanta nezavisla na H.

Dukaz. plyne z odhadu chyby Lagrangeova interpola¢niho polynomu [

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Rozmyslete si jak postupovat v pfipadé urcitych integralu, kde jedna z mezi je nevlastni.

2. Uvazujte slozené lichobéznikové pravidlo s postupnym zjemnovanim intervalu [a, b] tak,
ze v kazdém kroku dochazi k rozpuleni dil¢ich subintervalu:
[a, b] na pocatku
la, (a+0)/2] a[(a+ b/2),b] v druhém kroku
la, (a +0)/4], [(a + b)/4, (a 4+ )/2)],[(a + b)/2,3(a + b)/4)] a [3(a + b)/4, b] ve tfetim
kroku atd.
Navrhnéte takovy postup, kdy se pouzije pouze hodnota odhadu I, (f) z posledniho
kroku a hodnoty funkce f v nové pridanych bodech.
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3. Rozmyslete si, jak urcit hodnotu m ze vzorce 3.8, viz druhy z praktickych ukolu.

@ UKOLY

1. Implementujte slozené lichobéznikové a Simpsonovo slozené pravidlo. Vstupem je in-
terval, integrovana funkce a velikost kroku H.

2. Experimentalné urcete pro obé slozena pravidla zavislost chyby které se dopustime pri
numerické kvadratufe na velikosti kroku H. Pouzijte program z predchoziho tkolu a
funkeci pro kterou umite snadno presné spocist jeji kvadraturu. Zjisténou zavislost za-
kreslete do grafu, kde jsou obé osy logaritmicke.
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4 Rombergova a Gaussova kvadratura

CILE KAPITOLY

V predchozi kapitole jsme se zabyvali zakladnimi metodami numerické integrace. Postup je
sice pfimocary, ale pro dosazeni urcité presnosti je potieba relativné vysokého poctu kroku.
Nyni se zaméfime na metody, které tento nedostatek odstranuji.

KLICOVA SLOVA

numericka kvadratura, Rombergova kvadratura, Richardsonova extrapolace, Gaussova kvadra-
tura

4.1 Rombergova kvadratura

Uvazujme vypocet [ f(x) dz pomoci slozeného lichobéznikového pravidla pro n 4 1 uzlu.

- b—a’
n

m = 1,

H = h.

Véta 4.1. (Eulerova-MacLaurinova) Nechf f € C*N*2[a,b], h = =% n € IN. Potom pro
sloZené lichobéznikové pravidlo (oznacme ho CTj(f)) plati:

CTi(f) = p(h?) +O(n*"*?) (4.1)

I(f) 4+ ah® + agh* + - - + anh® + O(h*N1?), (4.2)

kde pelly, p=p(t)=ao+at+---+ant,
b
a =p(0) = [ fla)de=1(9)

Rombergova kvadratura je zalozena na tom, Ze konstruujeme linearni kombinaci vzorcu CT,( f)
pro vhodné h tak, abychom ziskali vzorec, ktery je presnéjsi. Napriklad uvazujme dvé aproxi-
mace [ f(z) dz ziskané pomoci lichobéznikového pravidla s krokem & (C'T},(f)) a s krokem

h/2 (CTL(f):

CTi(f) = I(f)+ah*+0(hY) /-1

CTw(f) = [(f>+a12+0(h4) /4

— 1)+ Ol
lin.k. = I(f)+ chyba (N=1)
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CTy() | CTy() | O |

Tabulka 4.1: Tabulka hodnot pro Lagrangeovu interpolaci

Vhodnou linearni kombinaci vzorcu, z nichz kazdy aproximuje integral I( f) s chybou O(h?),
jsme tak odvodili vzorec, ktery aproximuje integral I(f) s chybou O(h*). Za ptedpokladu
dostate¢né hladkosti funkce f (viz Eulerova-—MacLaurinova véta) muzeme timto zpusobem
odvodit vzorec, ktery aproximuje integral I( f) s chybou O(h?"+2),

Predpokladejme, ze pro tabulku (4.1) mame sestrojen Lagrangeuv interpola¢ni polynom v
nasledujicim tvaru Ly(t) = \bo/ +b1t + byt?. Viimnéme si, jakou roli hraje v tomto postupu

L2(0)

vycisleni Lagrangeova interpola¢niho polynomu L,. Protoze se jedna o interpolaci, tak na
zakladé Eulerovy—MacLaurinovy véty plati nasledujici rovnosti

Euler-MacLaurin | Lagrange |
CTu(f) = I(f) + aih® + agh* + O(h®) = La(0) + byh* + byh? (4.3)
= I(f) + &S + ol +O(h%) = (4.4)
2 4 h2 4
CTu(f) = I(f) +ai'fg + asgeg + O(R®) = Ly(0) + bigg +boges (4.5)
lin. k. t= I(f)+0+ 0+ O(n®) =Ly(0)+0+0 (N =2)

kde rovnost v poslednim fadku je ziskana pomoci linearni kombinace hodnot tak, aby doslo
k vzajemné eliminaci ¢lenu obsahujicich a1, as. Na zakladé podobnosti polynomu v obou
sloupcich, je jasné, 7a ta sama linearni kombinace povede k eliminaci ¢lenu obsahujicich by
a b2.

Z vyse uvedeného je vidét, ze Ly(0) aproximuje [’ f(z)dz s chybou O(h®). P konstrukci
L5(0) se jedna o tzv. Richardsonovu extrapolaci. Uvedeny postup lze provést az do fadu 2N +2
pro uzly (£)? a hodnoty C’Ti, i =0,..., N, pomoci nichz konstruujeme L.

Pro vy¢isleni Lagrangeova interpolacniho polynomu v jediném bodé (zde konkrétné v 0) pouzijeme
Aitkenovo-Nevilleovo schéma, viz véta 1.2, kde dosadime za z = 0 a budeme uvazovat po-
stupné zjemniovani kroku k2, (h/2)?%, ..., (h/2")? jako ve vyse uvedenych ptikladech. Dostavame
tak nasledujici vzorec

Tijp—1 — Tici 1

T = Tipor + o im0l N k=12, (4.6)

kde hodnoty T jsou dany T;o = C'T'» (f). V praxi se pouziva tak, ze inkrementujeme 7 dokud
2t

rozdil dvou dosud nejptesnéjsich hodnot |7}, — 7T;_1 x| neni mensi nez piedepsana hodnota.

4.2 Gaussova kvadratura

Vime, ze N-C vzorce (3.1) maji fad aspon n (pro n sudé dokonce aspon n + 1). Jakého fadu
muze byt formule typu >0 o, f(x;)?

Uvazujme pro dané déleni intervalu [a, b], a < 2o < ... < z,, < b kvadraturni formuli
In(f) = 3 i f(wi). (47)
=0



Lemma 4.1. (Rad kvadraturni formule) Rad kvadraturni formule (4.7) je nejvyse 2n + 1.

Dukaz. Uvazujme polynom p(x) = [y (x — x;)*> € Ily,,2. Tento polynom je nezaporna
funkce na intervalu [a, b] a plati pro néj

/abp(x) > 0.

Kvadraturni formule typu (4.7) dava pro tento polynom
=0

Pro polynom p neni tedy kvadraturni formule (4.7) pfesna a jeji fad je tedy nejvyse 2n+1. [

GaufBova kvadratura je zpusob konstrukce vzorce > av; f(x;), ktery je pfesny pro vsechny
polynomy stupné nejvyse 2n + 1.

Definice 4.2. Skalarni soucin v Ca, b] je definovan

(u,v) = /ab u(z)v(z) de. (4.8)

Poznamka: 4.1. Lze snadno ovérit, ze takto definovany soucin ma obvyklé vlastnosti skalarniho
soucinu, viz otazky a ukoly k této kapitole.

Poznamka: 4.2. Podobné jako v definici 4.2 1ze definovat skalarni soucin v C|a, b]

(u,v) = /ab u(z)v(z)w(r) dz, (4.9)

kde w je nezaporna a integrovatelna funkce na intervalu [a, b]. Zde vidét, Ze vySe uvedena
definice 4.2 odpovida volbé vahové funkce w(x) = 1.

Definice 4.3. Mnozina normovanych polynomu
I, = {pell,; p@)=a"+a, 12" '+ +ag}. (4.10)
Véta 4.4. (Ortogonalni polynomy) Existuji jednoznacne urcené polynomy p;, pro ktereé plati
1. pell, ieNU{0},
(pispj) =0, 1 # 7,

2. Koreny xy, ..., x, polynomup,.1,n € IN U {0}, jsou realné, jednoduché a lezi v (a,b)

3.
po(zo) po(1) -+ po(tn)
pi(zo) pi(z1) - pila) : : .
A= ) Jje nesingularni.
po(x0) palz1) -+ palzn)

Poznamka: 4.3. Posloupnost ortogonalnich polynomu Ize sestrojit pomoci Gramova-Schmidtova
ortogonaliza¢niho procesu. V dalsim budeme uvazovat skalarni soucin z definice 4.2 a interval
[a,b] = [—1, 1]. Polynomy, které takto ziskame se nazyvaji Legendrovy polynomy. Plati pro né
nasledujici rekurentni predpis’

_2n+1 n

pn—i—l(x) - n+ 1 xpn(x) - mpn—l(x)v po(l’) = 17 pl(x) =Z. (4-11)

"Nemusime je tedy nutné konstruovat pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu.
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Protoze v dalsim budeme pouzivat Legendrovy polynomy, nazyvaji se odvozené kvadraturni
formule Gauflovy-Legendrovy*. Myslenka konstrukce Gaulovy kvadratury:

Uzly z; volime jako kofeny polynomu p,, ; ; zmnoziny ortogonalnich polynomu {pg, p1, - - . , Pns1}-
S vyuzitim ortogonalnich polynomu py, . . ., p,+1 a kofenu x; polynomu p,, 1 uréime koefici-
enty «; Gauflovy kvadraturni formule tak, aby platilo:

b n
[ alw)de =3 aia(a), Va € Mo, (4.12)

=0

K tomu vyjadfime polynom ¢ ve tvaru

q(x) = r(@)pnir(2) + s(x), 7,5 €l

(déleni polynomu ¢ polynomem p,, 1) a polynomy r(z), s(z) € II, vyjadiime jako linearni
kombinaci ortogonalnich polynomu, specielné nechf

Z Vipi (T

Na zakladé tohoto vyjadieni ma vyraz na levé strané v (4.12) tvar

/abCI(a:)dx:/abr(a:)pnﬂ(x)der/bs 2) d

:/abi%.p] dw—/Z%po x) d
Zi /pO )p;(x )dﬂf—%/po( )po(z )dx—’yo/ dzx.

Leva strana v (4.12) je tedy rovna
(b — a).
Prava strana v (4.12) ma na zakladé vyse uvedenych vyjadreni tvar

zn:a[ (@) pnt1(xi) +5(24)] 2”: En: 5P;(

=0 -0

Vidime, ze levou a pravou stranu v (4.12) lze tedy vyjadrit jako linearni kombinaci jistych
vyrazu s koeficienty 7,

A/O(b_a')—i_ A/l'o +"'+7n'0
= 7> _po(xi)os + 71 Y pi(@i)as + -+ 7, Y palai)
=0 1=0 =

Porovnanim vyrazu u koeficientu v, na levé a praveé strané dostaneme rovnice pro urceni
hledanych koeficientu ay;:

Yicopo(zi)y = (b—a) po(zo) -+ po(wn)\ /v b—a
>io p.1 () = 0 N p1(zo) - pi(n) Ojl _ 0 (4.13)
0 pu(Ti)a; = 0 pa(®0) - pa(Tn) Qn 0

2Pii pouziti skalarniho souéinu (4.9), resp. jinych polynomu, dostaneme jinou tfidu Gauovych vzorcu.
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Tabulka 4.2: Koeficienty a uzly pron =1
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Tabulka 4.3: Koeficienty a uzly pro n = 2

Posledni soustava rovnic v (4.13) pro koeficienty «; je jednoznacné tesitelna, viz véta 4.4 a jeji
posledni tvrzeni.

Nyni si pro ilustraci odvodime Gaufluv kvadraturni vzorec fadu 3 (n = 1) na intervalu [—1, 1].

1

Pouzijeme ortogonalni polynomy {1, z,2* — $}. Posledni z polynomu p,(z) = 2> — : ma dva

realné kofeny xo; = j:% . Dosazenim do (4.13) dostavame nasledujici soustavu rovnic:

() (@)=0)

11 :
Vi Vi) \m 0
Jejim fesenim nalezneme hledané koeficienty o oy 1. Obdobné bychom mohli po-
kracovat s vyuzitim polynomu vyssich stupniu. Vahy a uzly nékterych vzorcu jsou uvedeny v
tabulkach 4.2 a 4.2.

Z hlediska stability je vyhodné, ze koeficienty a; Gauflova kvadraturniho vzorce 3.7 , o; f(x;)
jsou kladné.

Véta 4.5. (pozitivita «;) Koeficienty o; GaufSova kvadraturniho vzorce jsou kladne.

Dukaz. Polozme: .

pr(x) = | H (x—x;)* €1y,

1=0,i#k
b B n B _
0< [ Bl do =Y aipelw:) = o pila)
a i=0 —
>0
= oy kladnée Vk =0,1,...,n.

]

Je nutné umét integrovat i ptes jiny interval nez [—1, 1] pro ktery jsme je odvodili. Nabizi se
pouzit vétu o substituci a za pouziti substituce © = £((b— a)t + a+ b) prevést obecny interval
[a, b] na interval [—1, 1]

_b—a

1
2 ./4

coz aplikaci Gauflova kvadraturniho vzorce na pravou stranu predeslé rovnice vede na finalni
kvadraturni vzorec

/ab f(x)dx f <;((b —a)t+a+ b)) dt, (4.14)

b b—a & 1
r)dr = o f{=((b—a)t; +a+Db)). 4.15
[ e =253 e (G0t a b)) (@15
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Poznamka: 4.4. Poznamenejme, Ze je samoziejmé mozné pouzivat slozené Gauflovy kvadra-
turni vzorce.

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Vyjdéte ze vztahu pro Aitkenovo—Nevillovo schéma (1.3) a odvodté vzorec (4.6) pro Rom-
bergovu kvadraturu.

2. Bud pomoci vztahu (4.11), nebo pomoci Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho pro-
cesu odvod'te Legendrovy polynomy pro n = 2, 3.

3. Svyuzitim Legendrovych polynomu z piedchoziho ikolu odvod'te Gau3ovy kvadraturni
vzorce pro n = 2, viz tabulka 4.2.

@ UKOLY

1. Implementujte Rombergovu kvadraturu. Vstupem je interval, integrovana funkce a ve-
likost kroku H.

2. Implementujte slozené Gauflovy kvadraturni vzorce. Vstupem je interval, integrovana
funkce a velikost kroku H.

3. Experimentalné urcete pro obé metody zavislost chyby které se dopustime pfi numerické
kvadratufe na velikosti kroku H. Pouzijte programy z predchozich tkolu a funkei pro
kterou umite snadno presné spocist jeji kvadraturu. Zjisténou zavislost zakreslete do
grafu, kde jsou obé osy logaritmicke.
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5 Metody reseni nelinearnich rovnic |

CILE KAPITOLY

V této kapitole si uvedeme zakladni metody pro feseni jak jedné nelinearni rovnice, tak i jejich
soustav.

KLICOVA SLOVA

metoda puleni intervalu, metoda Regula falsi, Newtonova metoda

5.1 Reseni jedné nelinearni rovnice

Vénujme se nejprve feSeni ulohy f(x) = 0 na intervalu [a, b]. Takové x které tuto rovnici
spliiuje nazveme kofenem a budeme jej znacit . V dalsim predpokladejme, ze f € Cla, b a
f(a)f(b) < 0 a tedy kofen dané rovnice se opravdu nachazi v intervalu [a, b]. Nejprve si uve-
deme dvé nejjednodussi vzdy konvergentni metody, které se pouzivaji jako startovaci metody
pro metody komplikovanéjsi. Jedna se metodu bisekce a metodu regula falsi.

5.1.1 Metoda bisekce

Metoda bisekce (puleni intervalu) patii mezi nejjednodussi metody pro fesenirovnice f(x) = 0.
Jeji princip spociva v tom, Ze postupné pulenim pocatec¢niho intervalu [a,b] vytvaiime po-
sloupnost dil¢ich subintervalu [ay, by] takovych, ze vzdy obsahuji kofen a.

Polozme [ag, by|=|a, b], stfed intervalu [ay, bx] je dan

a+b
c=—" (5.1)

Novy interval [ag1, bgt1] zkonstruujeme tak, aby platilo f(agi1)f(bgr1) < 0. Coz vede na
nsledujici podminku

g | b et 0010 <0 .
lag, c], jinak.

Pokud budeme povazovat za odhad korene stfed daného intervalu, tak pro odhad chyby plati

b—a
ok 7

o~ < (5.3)
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kde k je pocet iteraci. Na zakladé tohoto vzorce lze odhadnout pocet nutnych iteraci pro
dosazeni dané presnosti. Opakované puleni intervalu provadime tak dlouho, dokud neni dosazeno
pfedepsaného poctu iteraci, nebo dokud |f(c)| neni dostate¢né mala. Poznamenejme, Ze po-
kud nastane situace, ze f(c) = 0, tak je nalezen kofen a iteracni cyklus metody by mél byt
ukoncen.

5.1.2 Metoda Regula Falsi

Nedostatkem metody puleni intervalu bylo to, Ze pfi uréovani bodu ¢, viz vzorec (5.1), nebylo
prihlizeno k prubéhu funkce f(x).

V metodé regula falsi postupujeme pii odhadu kotfene nasledujicim zpusobem. Uvazujme dva
body (ag, f(ax)) a (b, f(bx)) a zkonstruujeme se¢nu prochazejici témito body. Prusecik te¢ny
s osou z prohlasime za odhad kofene

_ akf(bk) - bkf(ak)
f(bk) — flax) '

Ostatni ¢asti vypocetniho postupu jsou analogické jako v piipadé metody puleni intervalu.

(5.4)

5.1.3 Newtonova metoda

Zameéime se nyni na metodu, ktera potfebuje silnéjsi podminky konvergence nez predeslé dvé
metody, avSak rychlost jeji konvergence je mnohem vyssi. Metodu budeme rovnou formulo-
vat pro soustavu nelinearnich rovnic s tim, zZe jedna nelinearni rovnice je pouze specialnim
ptipadem. Nechf je dano nelinearni zobrazeni

F: RY — R".
Hledame o :: F(a) = 0.
Problém F(x) = 0 nahradime posloupnosti linearnich problému Ly(z) = 0, Ly : RY —
RY k =0,1,...,takovych, ze jejich feseni tvoti posloupnost konvergujici k feseni problému

F(z)=0.
o~ " kde Ly (z*V) = 0.

Necht (9 je dano. Pro danou aproximaci 2(*) uvazujeme L;(x) jako linearni ¢ast Taylorova
rozvoje zobrazeni F' v bodé 2*) € IRYN (J(z) znaéi Jakobiho matici zobrazeni F v bodé x):

F(z) = F(®™) + J(@®)(z — 2®) +O(|z — 2W ).

Ly (x)

(za predpokladu dostatec¢né hladkosti zobrazeni F). Nelinearni problém nahradime problémem
linearnim

{F(x) =0} ~ {F(z®) + J(z®) (2 —2®) =0 (5.5)

Ly ()
feseni «v nelin. pb. fesenim z**V lin. pb. (5.6)
a R~ ARGy AL A (5.7)

Vzorec v (5.7), kterym je definovana (k-1)-ni aproximace »**!) feseni nelinearniho problému
je formalni, ve skutecnosti se inverzni matice nepocita a algoritmus ma nasledujici dva kroky:

Algoritmus:

26



1. J(z®) (z — 2%) = —F(2®) - fe$ime linearni tlohu pro 6z *)
(k)
ox

2. 2D = 2% 4 52 - provedeme update piedchozi aproximace.

Newtonova metoda pro f(z) =0

Pro N = 1 (nelinearni skalarni rovnice pro jednu neznamou) ma Newtonova metoda nazorny
geometricky vyznam. Nelinearni funkci f(x) nahradime linearni funkci (pfimkou), ktera je
te¢nou ke grafu funkce f v bodé (x| f(2®)) (ma tedy smérnici f'(x*)) a prochazi bodem
(™ f(2®)). V tomto ptipadé se Newtonova metoda nazyva metodou tecen. V piipadé jedné
dimenze se vzorec (5.7) vyrazné zjednodusi (nahrada J~!(z(*)) za f/(z(*))~1)

Fat) ,
.Z’(k'H) — ZL’(k) _ W’ JI(O) dano, f/(l‘(k)) 7& 0. (5.8)

Vypocetni schéma se pouziva tak dlouho, dokud |#*) —2(*=1)| nedosahne piedepsané hodnoty,
nebo dokud neni proveden piedepsany pocet iteraci, piipadné dokud neni | fz*))| < .

O konvergenci a jejich podminkach Newtonovy metody pro f(z) = 0 hovofi nasledujici véta.

Véta5.1. Necht f € C?[a,b], f(a)f(b) <O, f'(x) # 0 provsechnaz € [a,b] anecht f"(x) <0,
nebo f"(x) > 0 (tj. druha derivace neméni znamenko). Zvolme xo € |a,b] tak, aby platilo
f(zo)f"(xo) > 0, pak posloupnost x) generovana predpisem (5.8) je konvergentni.

Poznamka: 5.1. Newtonova metoda je specialnim pfipadem nahrady funkce f linearni funkeci
lk(z) = f(@W) + (2 = 2®)q,

kde smérnice ¢, se voli
a = f'(z®).

Véta 5.2. (Konvergence Newtonovy metody pro soustavy) Nechf F € C(D), D C IRY konvexni,
oteviend mnoZina, ktera obsahuje o :: F(a) = 0. Nechf 3.J (), necht 3R > 0,¢ > 0,L > 0
takove Ze:

|77 @] < e
[J(z) = JWI < L [z—yl Vr,y € B, R),
N————— N—_——
maticova norma vekt. norma

kde B(c, R) je koule o stiedu o a poloméru R. Potom 37, Vz(®) € B(a,r), posloupnost 5.7 je
jednoznacné definovana a konverguje k v a plati

Ha - x(kH)H <cL Ha - x(k)Hz . (5.9)

Vyse uvedena véta tedy fika, ze pokud jsou v kofeni F'(a) = 0 splnény vyse uvedené podminky,
tak za predpokladu, Ze zvolime x, dostatecné blizko kofene o, tak Newtonova metoda kon-
verguje. Tato véta samozfejme plati i pro jednu nelinearni rovnici. Je zde vidét, ze Newtonova
metoda je citliva na volbu pocatecni iterace, srovnejte s vétou 5.1. Dale nas bude zajimat rych-
lost konvergencniho procesu.
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Rad konvergence
Definice 5.3. (Rad konvergence iteracni metody pro veseni F(x) = 0) Rekneme, Ze posloupnost

{x")} generovana numerickou metodou konverguje k o s fadem p > 1, pokud 3¢ > 0

)
o= 20 <c VEk > k.

V takovém pripadé se numericka metoda nazyva radu p.

Véta 5.2 1ika, ze Newtonova metoda je kvadraticky konvergentni,

o = a0 < et o =],

pokud je 2(9) dostatecné blizko o a pokud je J () nesingularni.

Poznamka:5.2. Newtonovu metodu je mozné modifikovat a tim urychlit, ¢i zjednodusit vypocetni
proces, mozné modifikace Newtonovy metody:

« Jacobiho matice se neméni pro p > 2 kroku

+ Nepresné feseni soustavy lin. rovnic

« Vydisleni Jacobiho matice pomoci dife(llzx)enci ](”k’ (311:)) R~ w V pfipadé jedné di-
menze nahrada derivace f/(z*)) = % vede na znamou metodu secen.

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Odvod'te vzorec pro odhad chyby pomoci metody bisekce, viz vzorec (5.3).
2. Odvod'te vzorec 5.4.

3. Odvodte dvoubodovou metodu seéen, viz posledni uvedena modifikace Newtonovy me-
tody.

4. Pomoci Newtonovy metody odvodte vzorec pro vypocet odmocniny z ¢&isla c, tj. feste
rovnici 22 — ¢ = 0.

@ UKOLY

1. Implementujte metodu puleni intervalu a metodu regula falsi. Vstupem je interval, funkce
f(z), maximalni pocet iteraci a velikost chyby.

2. Implementujte Newtonovu metodu pro f(z) = 0. Vstupem je pocatecni odhad z(©),
funkce f(x) a jeji derivace, maximalni pocet iteraci a velikost chyby.

3. Pro tlohu se znamym fesenim porovnejte rychlost konvergence vsech tii metod, tj, sle-
dujte chybu jiz se dopustite v zavislosti na iteraci.

4. Implementujte Newtonovu metodu pro soustavu dvou nelinearnich rovnic o dvou neznamych.
Vstupem je pocate¢ni odhad (%), funkce F'(x) a jeji Jakobiho matice .J(z) (tj. étyfi dalsi
funkce), maximalni pocet iteraci a velikost chyby.
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6 Metody reseni nelinearnich rovnic ll

CIiLE KAPITOLY

V této kapitole si uvedeme pokrocilejsi metody reseni nelinernich rovnic a zaméfime se téz na
specialni pripad, a to na feseni algebraickych rovnic, tj. hledani kofenu polynomu.

@ KLICOVA SLOVA

metoda postupnych aproximaci pro nelinearni rovnice, koreny polynomu, Hornerovo schéma

6.1 Metoda postupnych aproximaci

Metoda postupnych aproximaci je zalozena na faktu, Ze pro dané zobrazeni ' : M C RN — IRV
je vzdy mozné transformovat problém F'(z) = 0 na ekvivalentni problém = — ¢(z) = 0, kde
pomocna funkce ¢ je volena tak, aby ¢(«) = « pravé kdyz F'(«) = 0. Bod «, pro ktery plati
#(a) = «, se nazyva pevnym bodem zobrazeni ¢. Nalezeni nulovych bodu zobrazeni F se
tak prevede na nalezeni pevného bodu zobrazeni ¢, které se realizuje pomoci nasledujiciho
algoritmu:
Budiz dano z(®)

e B = g (™) k> 0. (6.1)

Definice 6.1. (kontrahujici zobrazeni) Rekneme, e zobrazeni G : D C RN — IR" je kontra-
hujici na Dy C D, jestlize AL < 1 ::

|G(z) =Gl < Lllz -yl Va,y € Dy.

Véta 6.2. (Banachova véta o pevném bodé) Necht G : D C IRN — IRY kontrahujici na uzavrené
mnoziné Dy C D, G(xz) € Dy Vax € Dy. Pak G ma pravé jeden pevny bod. Tento bod je limitou
posloupnosti 2*+1) = ¢(2®)) 20 € Dy libovolné.

Nyni si ukazeme aplikaci vy$e uvedeného na feseni rovnice f(x) = 0. Toto rovnici muzeme
transformovat do obecného tvaru

v =2+ $(@)f(z) = O(a), (62)
kde #(x) je vhodné zvolena funkce. Lze vidét, Ze pokud f(a) = 0 = o = ¢(«). Pfikladem
budiz Newtonova metoda, kde funkce 1 je zvolena ¢(z) = —1/f'(z) a pak uzitim algoritmu

(6.1) dostavame schéma Newtonovy metody (5.8).

V dalsim zvolme ¢ (z) = —1,tj. 2 = x— f(x) = ¢(z). Pokud zaru¢ime, ze zobrazeni ¢(x) bude
kontrahujici, tak diky predchozi vété o pevném bodé 6.2, ziskame uzitim schématu (6.1) metodu
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(metoda prosté iterace) pro feseni rovnice f(z) = 0. Kontrakce zobrazeni je zde klicova, pokud
zobrazeni ¢(z) nebude kontrahujici, pak itera¢ni schéma nebude fungovat. Jednou z moznosti
jak zarucit konvergenci je splnit podminky nasledujici véty.

Véta 6.3. Nechf « je pevny bod zobrazeni ¢ € C'[a,b] a|p(x)] < 1, x € [a,b], pak iteracni
metoda dana schématem (6.1) je konvergentni pro kazdé x\°) € [a, b].

Pouziti metody je takové, ze problém f(x) = 0 pfevedeme na problém hledani pevného bodu
zobrazeniz = x— f(z) = ¢(x) pomoci schématu (6.1), kde ¢(z) bude spliiovat podminky véty
6.3. Iterace pak provadime obdobné jako v ptipadé Newtonovy metody(napiiklad tak dlouho,
dokud |2*) — 2(*=1| neni mensi nez predepsana hodnota).

6.2 Hledani kofenu polynomu

Pro nalezeni kofenu polynomu p,, (z) = ag+a1x+- - - +a,z" potiebujeme nejprve lokalizovat
jeho kofeny a poté je aproximovat pomoci néjaké vhodné numerické metody z predchozich
kapitol. Pro jejich lokalizaci muzeme pouzit nasledujici véty.

Véta 6.4 (Cauchy). Koreny polynomu lezi v kruhu

a

F—{ze@;|z!§1+n,n— max k}
an

0<k<n—1

Véta 6.5 (Budanova-Fourierova). Nechf koeficient a,, polynomu p,, () je kladny, krajni body in-
tervalu [a, b] nechf nejsou kofeny p,(x). Oznaéme Z Z(x) pocet znaménkovych zmén v posloup-
nosti p,(x), pl(x),...,p" (x) v bodé x. Pocet realnych korenu (véetné nasobnosti) polynomu

pn(x) naintervalu [a, b) je dan ZZ(a) — Z Z(b), nebo je o sudé ¢islo mensi.

Véta 6.6 (Descartes). Pocet kladnych korenu (véetné nasobnosti) polynomu p,(z) = ag+ ayx +
-+ -+ a,x" je roven poctu znaménkovych zmeén v posloupnosti ag, ai, . . . , a,, nebo je o sudé cislo
mensi.

6.2.1 Hornerovo schema
V dalsim budeme pottebovat vycisleni hodnoty polynomu

pu(T) = ag+ a1z + - + a,z”

v daném bodé z. Pro vy¢isleni polynomu pouzijeme Hornerovo schema, které je efektivnéjsi
nez trivialni metoda vyhodnoceni polynomu. Porovnejme si nyni dva zpusoby vy¢isleni poly-
nomu:

1. neefektivni
r=1; s = ag;
fori=1ton do

r=r-ux
s=s+a;- 1
end for

pn(x) = s, polet nasobeni 2n.
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2. Hornerovo schéma
S = Ap;
for i =n — 1 downto 0 do
S =82+ ag;
end for

pn(z) = s, poCet nasobeni n.

Poznamka: 6.1. Zapisme Hornerovo schéma pro vy¢isleni p, (z) takto:
by, = ap;
for i = n — 1 downto 0 do
bi = biy1 - 2+ a;;
end for

pn(z) = bo.

Ukazeme, Ze tento zapis je vhodny pro vy¢isleni derivace p/, (a nasledné pouzijeme Newtonovu
metodu pro uréeni kofene p,(x)). Pro déleni polynomu polynomem plati

(2™ + apr2™ - Fag) (. —2) = ap 2"+ (@n_1 + @p2)2™ % 4 - - + by + zbytek
b b
n n—1

Pn(2) = qna(z;2) (2 — 2) + bo
kde g,_1(x; 2) = I S L R
Je-li z koren, pak by = 0.

Nyni aplikujeme Newtonovu metodu pro nalezeni kofene polynomu p,,.

Hornerovo sch.
—_—

(k
Newtonova metoda: 2zt = z(*) P I(

)

k)> . 2 dano
)

———

Hornerovo sch.

Vzorec, ktery dostaneme s vyuzitim Hornerova schématu, se nazyva Newtonova-Hornerova
metoda:
k1) _ (k) _ Pa(z™)

Vyraz ve jmenovateli dostaneme z nasledujicich vztahu

x(

ph(x) = q_i(x;2) (@ — 2) + g (z; 2),
Ph(z) = gquoi(z;2),
z = z®

Algoritmus pro nalezeni kofenu polynomu p,,:

for m = n downto 1 do
Najdi kofen r polynomu p,,, (Newtonova metoda)
Vycisli koeficienty ¢,,,_1(x; ) (pomoci Hornerova schematu)
Pm—-1 = Gm-1

end for

Poznamka: 6.2. Kvuli zaokrouhlovacim chybam je vyhodné zacit od kofene nejmensiho v ab-
solutni hodnoté.
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@ UKOLY

1. Implementujte metodu prosté iterace. Vstupem je pocatecni odhad 2%, funkce f(z),
maximalni pocet iteraci a velikost chyby.

2. Implementujte metodu, ktera na zakladé vét 6.4-6.6 odhadne polohy kofenu. Vstupem
jsou koeficienty ay, . . ., ay.

3. Implementujte Newtonovu metodu pro feseni polynomialni rovnice. Vstupem jsou koe-
ficienty ay, . . ., a,, maximalni pocet iteraci a velikost chyby.
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7 Reseni soustav linearnich rovnic |

CILE KAPITOLY

V této kapitole se budeme zabyvat matematickym pozadim problematiky feseni soustav li-
nernich rovnic. Dale se zde budeme vénovat nékterym pfimym metodam pro feseni soustav
linearnich rovnic.

KLICOVA SLOVA

metoda primé a iteracni, vliv zaokrouhlovacich chyb, podminénost soustav, Gauffova eliminace

Formulace tlohy je nasledujici, hledame x € IR" takové, ze
Ax =b, A€ R A-nesingularni.

Protoze je dana matice A nesingularni, ma uloha prave jedno reseni.

Pro reseni vyse uvedeného probléemu rozliSujeme metody:
« piimé - konecny, pfedem znamy pocet kroku pro nalezeni feseni
« iteraéni - konstruujeme (nekonecnou) posloupnost vektoru konvergujicich k feseni

Definice 7.1. Nechf X je vektorovy prostor. Normou ||.|| rozumime zobrazeni X — R, které pro
v§echna x,y € X splnuje:

L ||z|| = 0A ||z|| = 0 — x = 0, kde 0 rozumime nulovy prvek X,
2. ||ax|| = |a|||z||, pro vSechna o € R,
3 flz +yll < llzll + lyll.

Nejéastéji pouzivané vektorové normy v CV, x € CV jsou nasledujici

fally, = Slai,
H1’||2 = <Z|xl|2> Euklidova,
Z 1
P
lefl, = (Z\mp) | <p<oo

i

lell, = maxlz].
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Maticové normy A € CV*¥ lze definovat jednim z nésledujicich zptisobu

Ax
jAl = sup izl
el

1All, = mjax; |aij] :

sloupcovy soucet

1All, = \/p(AHA) = \/p(AAH),

A" — transponovana a kompl. zdruzena (hermitovska),
p(B) — nejvétsi vlastni ¢islo B v abs. hodnoté (spektralni polomér),
|Al = > Jay>  Frobeniova,
1,]
lAll, = max Z |ai;l fadkovy soucet.
j

Pro vektorové a maticové normy plati

1. “]HF = \/N
2. [l =1, [[Az|| < [|A]] - [[=]]
3. ||AB|| < ||A]| || B|| sub-multiplikativita

7.1 Podminénost matic

Protoze na pocitac¢i mame vzdy pouze aproximaci vstupnich hodnot (napf. ¢islo 7 je reprezen-
tovano konecnym poctem desetinych mist), budeme se téz vénovat vlivu zaokrouhlovacich
chyb na vypocetni proces.

Matice se nazyva dobfe podminéna, jestlize relativné malé zmény v koeficientech zpusobi
relativné malé zmény v feSeni. Matice se nazyva $patné podminéna, jestlize relativné malé
zmény v koeficientech zpusobi relativné velké zmény v fesen.

Analyza zaokrouhlovacich chyb - chyby ve vypoctu se obvykle reprezentuji chybami ve vstupnich
datech. Vzhledem k zaokrouhlovacim chybam poskytuje numericka metoda priblizné reseni,
ktereé spliuje perturbovany systém. Numericka metoda poskytuje (presné) feseni = + dx per-
turbovaného systéemu

(A+6A)(x + 6z) = b+ 6b.

Z vyse uvedené rovnice lze chybu dz 1ze ("zhruba”) odhadnout nasledujicim zpusobem!

dr = A"16b — A5 Az,
[0x]| < AT fod]l + |ATHHIOAN =]l
[z |[A7H]] lobll | [[A=]| 1A (1]
Rl < el T AT
S N T | e | IR Y]
= [EIEL AT

Dostavame pak nasledujici nerovnost

6z 1ol 10A]
< == -
L) ]

cislo podmmenostl K(A).

1Zamérné vynechavame kroky mezivypoctu, ktery je pomérné komplikovany a pro nas v podstaté neduleZity.
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Velikost relativni chyby % je zavisla na ¢isle podminénosti K (A). Cim je vétsi ¢islo podminénosti
K(A), tim je tloha hufe podminéna.

7.2 Gaufdova eliminace

Gauflova eliminace je pfima metoda, kde je nasim cilem prevést soustavu Az = b na tvar
Uz = b kde U je horni trojuhelnikova matice. K tomu budeme nad radky matice provadét ekvi-
valentni upravy, tj. Upravy které neméni hodnost matice. Jedna se o nasobeni fadku rozsifené
matice soustavy A|b nenulovym ¢islem, nebo jejich vzajemné scitani. Cely postup lze popsat
pomoci nasledujiciho algoritmu

Prevod na horni trojuhelnikovou matici

for sloupec j = 1ton — 1 do
najdi a,; # 0, pe{j...
if a,; = 0 Vp then
STOP (singularita)
else
zaména p a j-tého radku
end if
for radek i = j + 1 ton do
ij = ﬁ,
fork =7+ 1tondo
Qi = Qi — lijajk;
end for
end for
end for

,n}

uij, 1 < j jsou pak posledni hodnoty a;;
b, jsou pak posledni hodnoty b;
Pocet operaci v j-téem kroku | celkem
Hledania,; #0 | n—j+1 Y
Vypocet [;; n—j = e
Vypocet ay, 2(n —j)? 2 Z;‘L;ll j? = 2%
Vypocet b; 2(n —j) 2 Z?;fj = 2@

2
Celkovy pocet operaci: gn?’ + O(n?)

Pote, co jsme soustavu prevedli do tvaru Ux = b, ji lze snadno fesit pomoci zpétnéeho chodu, tj.
nejprve spoCteme proménnou x,, z posledni rovnice, poté proménnou x,,_; z predposledni, atd.
5 ) o . nasobeni ‘ scitani

Pocet operaci pro feseni Ux = b :

(n+1)n
2

n(n—1)
2

35



7.2.1 Pivotace

Vypocet [;; = ZZ v Algoritmu 7.2, a;; # 0.
Caste¢na pivotace lap;| = max;—; ., |a;l (7.1)
Uplna pivotace  |a,;| = maxm—;. . n |Gim| (7.2)

Duvod: I kdyz Gaulova eliminace je proveditelna bez zamény radku a sloupcu, mohou malé
hodnoty a;; zpusobit velké chyby v feseni.

Prikladem budiz nasledujici uloha.

6 1 1 7
8 6 1 T2 15
8 6 1 x3 | =151, (7.3)
8 6 50 14
kde pomoci Gaulovy eliminace dostavame
1
1
TGE = 1
—3 x 107

Gauflova eliminace je numericky nestabilni. Pivotace je podstatna pro stabilitu elim. pro-
cesu. Ani velké hodnoty pivotu vsak nejsou zarukou dostate¢né presného feseni.

Duvod: velké zmény v koeficientech
Néprava: $kalovani, déleni i-tého fadku d; = 37, |a;;/, ale toto déleni opét vnasi zaokrouh-
lovaci chyby.

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Odhadnéte pocet operaci pro tzv. Gauflovu-Jordanovu elimina¢ni metodu. Tato metoda
je podobna Gauflové eliminac¢ni metodé, lisi se od ni v tom, ze misto prevodu soustavy na
tvar s horni trojuhelnikovou matici U vznika diagonalni matice. Tj. dochazi k iipravam
i nad diagonalou matice. Porovnejte celkovy pocet operaci nutnych pro feseni soustavy
rovnic s Gauflovou elimina¢ni metodou.

2. Rozmyslete si ipravu Gaulovy eliminac¢ni metody pro tfidigonalni systém, tj. pro pfipad
kdy matice A obsahuje ke kazdému diagonalnimu prvku a;; i prvky a;_1 ; a a; ;41 (vyjma
t = 1,n). Rozmyslete siiulozeni této matice v paméti tak, aby zabirala co nejméné mista.
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8 Reseni soustav linearnich rovnic Il

CILE KAPITOLY

V této kapitole se budeme vénovat faktoriza¢nim metodam pro feseni soustav linearnich rov-
nic. A
(=9 KLICOVA sLOVA

Gaussova eliminace, LU rozklad, Choleského rozklad

8.1 Gaufdovaeliminace jako faktoriza¢ni metoda

Ux = 3,
(8.1)
b.

Ar=b< LUz =b )
Lb=

Necht P; je matice, ktera v j-tém kroku Gauflovy eliminace realizuje ziménu p-tého a j-tého
radku matice A v Algoritmu 7.2

J p
1 - . X X X X X X X X X X X X
J 0o - 1 o o o o o o S0 0 0 0 O
-1 X X X X X X | X X X X X X
. 1 X X X X x x| X X X X X X
P 1 0o - L R R SR TR o o o o o o
. 1 X X X X X X X X X X X X

anecht L; je matice, pomoci niz se provadi nulovani prvku j-tého sloupce pod diagonalou.

1
1 .
—643 1

—lsy - 1 -
|

O OO OO X
O O O O X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
O O O o O X
SO O O O X X
O O O X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

Algoritmus Gauflovy eliminace lze maticové zapsat (GE s castecnou pivotaci):

L, 1P, 1 ---L1PA=U.

M
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Oznacme

w

Ppy--- Py,
M = Ly 1Py LiPy.

Potom
MA = U,
MP'PA = U,
PA = PM™'U,
L
PA = LU.

Lze-li provést Gauflovou eliminaci bez zamény radku a sloupcu, dostavame
A=LU. (8.2)

Véta 8.1. Nechi A € IR"", A regularni. Pak existuje permutaéni matice P € IR™ ", nesin-
gularniU a L s jednickami na diagonale ::

PA=LU (8.3)
Algoritmus Matici L vySe uvedenou dostaneme pomoci Algoritmu 7.2 tak, ze [;; uloZime

do a;j, jejichz hodnoty nejsou v Gaufiové eliminaci potteba a pii pivotaci je zaménime.

Reseni tlohy Az = b ve tfech krocich

1. PA=LU

2. PAz =LUx = Pb
~
b
Lb= Pb

3. Uz =b

8.2 LU rozklad v obecném pripadé

Az(i ;) 3! LU rozklad

A= (O é) neexistuje LU rozklad

A= <8 ;) LU neni jednoznacny

Pii konstrukci LU rozkladu matice A € IR™™" postupujeme tak, Ze postupné pocitame m-ty
radek matice U a m-ty sloupec matice L, m = 1,...n. Pfislusné vzorce odvodime pomoci
vzorce pro nasobeni matic.

A=LU,
Q5 = Z lzkukj
k=1
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Mame n? rovnic pro urceni neznamych l;;, i < j a u;;, @ > j (prvku dolni trojihelnikové
matice L a horni trojihelnikové matice U). Pocet neznamych je 2 (1 + n)n/2 = n® + n.
Predepiseme tedy hodnoty nékterych prvku, napriklad polozime diagonalni prvky matice L
rovny jedné. Dostavame nasledujici vzorce prom = 1,... n:

m-ty fadek matice U, u,,;, j > m (kfizky oznacuji jiz spoctené hodnoty, pocitame prvek o:

J J
1 X X X X X X
- - - x 1 X X X X X
ml - - - ]l m | x x 1 o —
N . e o X X 1
X X 1
X X 1
A L U
n m—1
Amj = Z lmkukj = Z lmkukj +1- Umg,  Umj = ©,
k=1 k=1
m-ty sloupec matice L, [;,,, i > m:
m m
- : 1 - X X X X X X
. . . x 1 - X X X X X
. . . _ x x 1 SRR RS
i : : il x o x o 1
. . . X X i -1 .
. . . X X . . 1
A L U
n m—1
Qim = Z llkukm = Z lzkukm + lim * Umm, lim = o.
k=1 k=1
Véta 8.2. Nechf A € IR™ " je obecna matice. Faktorizace A = LU existuje a je jednoznacéna
a1 -0 Ak
praveé kdyz vsechny hlavni minory A, tj. det , k=1,...,n—1 jsou ne-
Qg1 - Gk

nulove.

Véta 8.3. Je-li matice radkové nebo sloupcove diagonalné dominantni, t.j.

n

]aii\ 2 Z |CLZ']", (fddkOVé) (81)
=1,
nebo
n
lajl > D lagl, (sloupcove) (8.2)
i=1,i#7]

pak LU rozklad existuje. Specialné, je-li matice sloupcové diagonalné dominantni, je |l;;| <
1Vi,j=1,...,n.
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8.3 Choleského rozklad

Véta 8.4. Pro kazdou symetrickou, pozitivné definitni (x” Az > 0, Vo # 0, z € IR"™) matici
A € IR™™ existuje pravé jedna dolni trojuhelnikova matice L s kladnymi prvky na diagonale
tak, Ze plati

A=L-L" (8.3)

Diikaz. indukci n

Véta 8.5. Nechf A € IR™™ je symetricka, ostre diag. dominantni (|a;| > >z laijl), ai >0,

pak A je pozitivné definitni.

Poznamka: 8.1. QR rozklad

Existuji i jiné typy faktorizace matic. Napt. ke kazde nesingularni matici A € IR"*" existuje
ortogonalni matice Q € IR™" (QQT = QTQ = I) a nesingularni horni trojihelnikova R
takova, ze

A=Q- R (8.4)

Opét je vidét, ze tuto faktorizaci lze pouzit pro feseni soustavylinearnich rovnic. Konstrukce
OR rozkladu vsak presahuje ramec téchto skript. Poznamenejme jen, ze bézné uzivany soft-
ware pro numericke vypocty jej implementuje.

@ UKOLY

1. Implementujte GauBovu elimina¢ni metodu a LU rozklad pro feseni soustavy linearnich
rovnic. Vstupem je matice A a vektor pravych stran b.

2. Implementujte program pro vypocet determinantu matice, pouZijte bud LU rozklad,
nebo Gauflovu elimina¢ni metodu. Vstupem je matice A.

3. Pomoci implementovanych programu feste tlohu (7.3) a porovnejte s pfesnym fesenim.
Prozkoumejte i vliv pivotace.

4. Experimentalné ovéite casovou naro¢nost GEM a LU rozkladu pro ruzné velikosti vstupnich
uloh n = 10, ..., 10000.
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9 Reseni soustav linearnich rovnic Il

CILE KAPITOLY
V této kapitole se budeme vénovat iteracnim metodam pro reseni soustav linearnich rovnic.

KLICOVA SLOVA

iteracni metody, Jacobiho iteracni metoda, GaufSova—Seidelova iteracni metoda, SOR metoda

Formulace alohy je stejna jako v predchozi kapitole, tedy hledame = € IR takové, ze
Az =0, A€ R"Y A-nesingularni.

ProtozZe je dana matice A nesingularni, ma uloha pravé jedno feseni.

Idea itera¢nich metod: konstrukce {z(*)}

x = kh:m ® kde x je feSeni Ax=b. (9.1)
—00
Poznamka 9.1. Posloupnost 1:( ), M 2™ je nekoneéna, cilem je nalezeni feseni z*

H < e. Otazkou je urceni vhodného stopping kriteria

(napf. omezenost rezidua Hb — Az k)H <e).

Princip iteracnich metod je na zakladé predchozich aproximaci konstrukce nové aproximace
g® ) = (™) resp. a* ) = (2™ kD 2 O0))

takové, ze

25 5 2 pro k — oo,

kde z je hledané feseni. Pozadavky:
« rychla konvergence
« snadné vycisleni ¢ (méné operaci nez matice x vektor, fadové O(n))
« feSeni s predepsanou presnosti

Zakladni myslenkou klasickych metod je konstrukce zobrazeni GG tak, abychom mobhli apliko-
vat vétu o pevném bodé 6.2

Az =b < x = G(2). (9.2)

Pro dané z(*) se feseni hleda jako limita posloupnosti 2**1) = G(2). V dalsim textu si
nejprve ukazeme konstrukci daného zobrazeni G pro ruzné metody a poté si ukazeme, kdy je
vubec G kontrahujici a tim dany proces konvergentni.
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9.1 Odvozeni klasickych iteracnich metod

9.1.1 Richardsonova metoda
Nejprve si zkonstruujeme zobrazeni G

= x+b— Az,

———
Br

toto nas vede k volbé itera¢niho schématu ve tvaru

eF ) =Bpz® 4. (9.3)

9.1.2 Jacobiho metoda

Vyjadieme A ve tvaru
A=E+D+F, kde

E  je ostfe dolni trojuhelnikova,

D je diagonalni,

F je ostfe horni trojuhelnikova.

Ar=b < (E+D+F)x=b,

Dz = —(E+F)x+0b,
_ -1 -1
r = —-D (E+F)z+D b,
By fi

toto nas vede k volbé itera¢niho schématu ve tvaru

2B 0 | f, (9.4)

9.1.3 Gaufdova-Seidelova metoda
Opét si rozlozme matici A

Ar=b < (D+E)x+ Fz =0,

(D+E)x = —Fx+0b,
v = —(D+E)'Fax+(D+E)'b,
Bgs fas

coz vede k iteraénimu schématu

2 D =Boez® + fas. (9.5)
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Poznamka: 9.2. Porovnejme zpusob algoritmizace Jacobiho a Gauflovy-Seidelovy metody. K
tomu je tieba si nejprve uvédomit, ze

-1 __ as3
D - ’
1
ann
1 1 1 1 1 1
ail ail ail ail ail ail
a2 a2 a2 a2 a2 a2
1y _ : :
DX =
1 % 1 X 1 X 1 % 1 % 1 %
Ann Ann ann Ann Ann ann

Vy¢isleni inverzni matice v Gau3ové-Seidelové metodé se vyhneme nasledujicim zpusobem.
Na zakladé vyjadreni

e* ) = (D+ E)Y'Fa® 4+ (D+E)™'
N———’ N————
Bgs fas

prepisSeme Gaulovu-Seidelovu metodu ve tvaru

(D + E)z®) = —pa® 4,
Dz*) = D _ pa®)
2* ) = _p lEgEt) — DT g ®) 4 D,
) = _ptE gD — plp o g 4 ol (9.6)
fr
tj.

2+ (k41 28
X X X X X X
X X X X X X
X - X X X N X X
X X X X X X

f

X

+ X

X

X

Pfi pouziti Jacobiho metody
) = Bya® 4 f;,
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t.

xk—f—l xk fJ

X X X X X X

X X X X X X
= — -+ ,

X X X X X X

X X X X X X

je treba si pamatovat cely vektor z(*) pro vypocet nové iterace z**1). U metody GauBBovy-
Seidelovy se v paméti pocitace rezervuje misto pro jediny vektor 2(*), na jehoz misto se po-
stupné ukladaji slozky vektoru z(**1) jak vyplyva z rozepsani po slozkach vztahu (9.6):

n —_— .
j=1 QijTj = b;,

i—1 n —
@ij T + QT + 54 @i = by,

i=1
1—1 n
Qi = — 22510 Q%5 — Y0 @iy + by,
(k+1) _ 1 [ i-1 . (k+1) (k) b
L T oai j=1 A5 T; j=i+1 A5 T; + ai; "

Dostavame tak algoritmus Gaulovy-Seidelovy metody, ktery lze vyjadfit nasledujicim zpusobem.

Vyjdeme z Jacobiho metody a spoctenou slozku :vz(-kﬂ) ulozime do xl(k) a nasledné pocitame

(k+1)

T ,i=1,...,n
L ok 1,
X X X X
i+1 _ o x ox o x S
X X X X X X
X X X X X X

9.1.4 SOR (superrelaxacni)

Zakladni myslenkou superrelaxa¢ni metody (successive over-relaxation) je ovlivnit moznost a
rychlost konvergence metody pomoci jistého parametru w. Metoda se sklada ze dvou zakladnich
kroku. Nejprve se udéla krok pomoci Gaulovy-Seidelovy metody

0D = DD — D™ 4 D, (0.7)
poté se udéla nasledujici linearni kombinace feseni FH1) g (k)
2D = g0 (3R — xRy, (9.8)
Coz za pouziti rozkladu Ax = (F 4+ D + F)x = b a dosazenim (9.7) do (9.8) a po upravé
LR+ (1— w)az(k) + wzk+h),
2D = D Ep D 4 {(1 —w)l — wD’lF} z® + wD™ b,

20— (D7D + wD—lE)’1 [(1—w)DID — wD ' F] 2
+(D D +wD 'E) twD ™',

e* ) = (D +wE) (1 - w)D — wF]2®
Bsor

+(D+wE) 'wh.

fsor
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vede na iteracni predpis

2 = Bgora™ + fsor.

Pro vypocty pomoci vyse uvedenych metod se pouziva jejich zapis do slozek:

xEkH ( Zazj Z AT, ) + i (Jacobi)

Qi j=i+1 Qi

[ b;
$Z(k+1) - (_ 3 a1 (k+1) Z a1 ) 4+ = (GauB3—Seidel)

Q5 j=1 j=i+1 azz
(k1) 1 = (k+1) - ) b SOR
T = | s LAyt = > agry) | +— (SOR)
i1 =1 j=i+1 i
x§k+1) _ ngk) n w(£§k+1) _ xgk)>

9.2 Problematikakonvergence iteracnich metod

Uvazujme iteracni metodu
) = Ba®) 4 f, (9.9)

Definice 9.1. Rekneme, ze iteracni metoda ") = Bx\¥) 1 f je konzistentni s Az = b, jestlize
x = Bx + f, kde x je feseni ulohy Ax = b.

Ekvivalentné

f=(I—-B)z=(I-BA™".

Véta 9.2. Nechf 2*t1) = Bx(®) + f je konzistentni metoda. Pak posloupnost {x®)} konverguje
k x*, kde x* spliiuje Ax* = b, pro libovolné %), pravé kdyz p(B) (spektralni polomér matice B,
p(B) = maxg, y ¢ p |A|) je mensi nez 1.

Dukaz.
¥ = Bz"+ f (podminka konzistence),
e# ) = Ba® 4 £ (itera¢ni metoda),
ekt — g — (D (chyba v )(k + 1)-ni iteraci).

Chybu v k-té iteraci lze vyjadrit jako soucin k-té mocniny matice B a chyby pocatecni apro-
ximace
et) = Beh=D = B2ek=2) — ... — Bke(0),

Podle definice limity
¥ - 2 = He(k)H — 0.

Plati
He(k)H —-0& HBke(O)H — 04 p(B) < 1.

Posledni ekvivalenci dokazeme na zakladé nasledujici véty z algebry. Vyhneme se tak kla-
sickému dukazu pomoci pfevedeni matice B na Jordanuv kanonicky tvar.
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Lemma 9.1. Nechf A € C"", ¢ > (. Pak existuje konzistentni (|| Azx|| < | A||||z||) maticova
norma ||| , . takova, Ze
[All e < p(A) +e.

Pokrac¢ovani v dukazu predchozi véty
Necht p(B) < 1. Potom 3¢ :: p(B) < 1 — ¢ a dale existuje ||| 5,
Bl < p(B)+e<1

a tedy
1B, < Bl — 0.

B,
Plati tedy
o] =[B*®] <[ B [« < n51* | 0.

Predpokladejme (sporem), ze p(BB) > 1. Existuje tedy vlastni ¢islo A matice B (viz defi-
nice spektralniho poloméru vyse) takové, ze |A| > 1. Zvolme pocate¢ni aproximaci z(*)
tak, ze e(?) je vlastni vektor odpovidajici vlastnimu &islu A. Potom

e®) = Bke(0) = \ke(0),
V dusledku tohoto vztahu e*) nekonverguje k nule (pro danou volbu (%)), protoze
|A] > 1.
O]

Poznamka: 9.3. Lemma 9.1 jsme vyuzili pro dukaz vztahu p(B) < 1 = B* — 0. Obracena
implikace se dokaze snadno.

V praxi je mozné pouzit k ovéreni konvergence spise véty hovorici o matici soustavy A, nikoliv
. v ’ . . P . v ’ .
iteracni matici B. Uved me si nékteré z nich.

Véta 9.3. Jacobiova a Gauflova-Seidelova iteracni metoda v pripadé ostve diagonalneé domi-

nantni matice A konverguji pro libovolné (%),

Véta 9.4. GaufSova—Seidelova iteracni metoda v pripadeé pozitivne definitni matice A konverguje
pro libovolné x(%).

Véta 9.5. Nechf A je symetricka matice s kladnymi prvky na diagondle. Pak spektralni polomér
p(Bsor) < 1, pravé kdyz A je pozitivné definitni aw € (0,2). V tomto pripadé metoda SOR
konverguje.

Poznamka: 9.4. Pti srovnani rychlosti konvergence Jacobiovy a Gauflovy-Seidelovy metody
plati, ze vétsinou druha zminovana konverguje rychleji.

Na zavér si porovnejme primé metody z predchozi kapitoly s metodami iteracnimi. PFimé
metody (napi. Gau3ova eliminace) :

+ pro libovolné plné matice
« pocet operaci O(2n?)
Nevyhoda:

a) nevyuzivaji informaci o struktufe matice (fidkost, blokové diagonalni)
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b) nakladné, je-li n velké
c¢) pro ridké matice mohou byt nevhodné (zaplnéni)
Itera¢ni metody
« formalné poskytuji feseni po nekoneéném poctu kroku
« v kazdém kroku pozaduji vypocet rezidua r = b — Az, vypocetni naroénost O(n?)

« mohou soupefit s pfimymi metodami, je-li pocet iteraci k ziskani feSeni s danou toleranci
nezavisly na n nebo mensi nez n

 pouzivaji se, staci-li ziskat feseni pouze s urcitou presnosti (Fyzika — model — mate-
maticky model)

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Dokazte vétu 9.3 pro Jacobiho metodu. Vyjdéte z konstrukce iteracni matice B Jacobiho
metody a pouzijte vétu 9.2 a lemma 2.1.

2. Pomoci véty 9.5 dokazte vétu 9.4. Uvédomte si vztah mezi Gaulovou-Seidelovou meto-
dou a SOR.

@ UKOLY

1. Implementujte vyse uvedené iteracni metody pro feseni soustavy linearnich rovnic.
Vstupem je matice A a vektor pravych stran b, pocate¢ni iterace (*), maximalni pocet
iteraci, pripadné chyba metody(v pripadé SOR i w).

2. Experimentalné ovérte casovou naro¢nost implementovanych metod pro ruzné velikosti
vstupnich uloh n = 10, ...,10000 a porovnejte s metodami z predchozi kapitoly. Musite
ovsem generovat vstupni matice tak, aby by byly zaruceny podminky konvergence.
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10 Reseni soustav linearnich rovnic 1V

CILE KAPITOLY

V této kapitole se budeme zabyvat principy modernich metod pro feseni soustav linearnich
rovnic. Konkrétné se zamérime na gradientni metody. Tuto kapitolu bereme jako rozsitujici.

KLICOVA SLOVA

gradientni metody, metoda nejveétsiho spadu

Gradientni metody jsou metody pouzivané v optimalizaci pro hledani extrému funkeci vice
proménnych. Zde je pouzijeme pro feseni soustav linearnich rovnic. Hledejme extrém nasledujici

funkce )
d(z) = iazTAx — 27D, (10.1)

kde kde A = AT € R™" je symetricka positivné definitni matice (SPD), x,b € R". Nutna
podminka pro extrém této funkce je, aby

Vo(x) =0 (10.2)
« Lze snadno dokazat, ze tento extrém je lokalnim minimem funkce ® (ovérte).

« Ovéfte, ze podminka V®(z) = 0= Az —b=0= Ax = .

Z predchoziho vyplyva, ze misto hledani feseni rovnice Az = b, staci nalézt minimum funkce
®. Ovazujme reziduum r = b— Az, je vidét, ze reziduum odpovida zaporné vzatému gradientu.
Pouzijme nasledujici obecné iteracni schéma pro spadové metody

2+ — 20 o) k) (10.3)

kde d*) € R" piedstavuje smér posunu a o'¥) € R je velikost kroku.
V dalsim zvolme

d® = r®) = p — Az®) (10.4)
protoze reziduum r odpovida gradientu, tak pokud dojde k situaci |**+1) — 2(®)| — 0 pak i
V@(x(k)) — 0, ¢ili bylo nalezeno minimum @, tedy feseni Ax = b.

Volbu optimalni délky kroku ziskame fesenim rovnice

d® (k+1)
ga) —0, (10.5)
¢ili minimalizujeme funkci ® ve sméru d*). Resenim je nasledujici vztah (ovéfte)
(K)T (k)
W _
o = (10.6)
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Vysledny algoritmus gradientni metody spociva v iterovani pomoci schématu (10.3) za pouziti
(10.4) a (10.6).

Konvergence tohoto procesu neni moc rychla a zavisi na poméru dvou nejvétsich (v absolutni
hodnoté) vlastnich ¢isel matice A

Konvergenci lze podstatné urychlit volbou jinych sméru nez je gradient. Prikladem je metoda
sdruzenych gradientu, jejiz popis je mozné nalézt v doporucené literatufe uvedené v zavéru
textu.

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Odvodte (dokazte) v textu naznacena tvrzeni.

2. Prostudujte si zakladni principy metody sdruzenych gradientu

@ UKOLY

1. Implementujte gradientni metodu a metodu sdruzenych gradientu. Vstupem je matice A
a vektor pravych stran b, pocateéni iterace (), maximalni pocet iteraci, piipadné chyba
metody.
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11 Vypocet vlastnich cisel matice

CILE KAPITOLY

V této kapitole se budeme vénovat metodam pro vypocet vlastnich ¢isel matic. Konkrétné se
zaméfime na problém dominantniho vlastniho ¢isla matice.

KLICOVA SLOVA

vlastni ¢isla, mocninna metoda

Formulace problému je nasledujici. Bud A € C"*", hledame A\ € C :: 3x € C", x # 0,

Ax = dz. (11.1)

Zaméfime se na nalezeni dominantniho vlastniho ¢isla, tj. vlastniho cisla nejvétsiho v abso-
lutni hodnoté. Poznamenejme, Ze znalost vlastnich ¢isel matic je dulezita napt. pro vySetfovani
konvergence iterac¢nich metod pro linearni soustavy.

Pouziti klasického zpusobu, tj. feseni probléemu
det(A — I\) = 0, (11.2)

je v pripadé veétsich matic (n > 3) komplikovane a vypocetné narocne.

11.1 Mocninna metoda

(CTLXTL

V dalsim predpokladejme, ze A € je diagonalizovatelna, tedy plati

A=XAX"", X=|2 - z,|ec,

kde x; jsou vlastni vektory (Az; = \;z;). Obecné je urcéen pouze smér vlastnich vektoru,
nikoliv jejich velikost, muzeme je tedy znormovat tak, aby platilo ||z;|| = 1.
vlastnim cislem.

, A1 ma nasobnost 1. Pak A\; nazveme dominantnim

Nechf je dano ¢(* € c”, ‘q(O)H = 1 (|||l :== |||l - Euklidovska). Konstruujeme posloupnost
vektoru
Aq(kil) Akq(o)
(k) — _ _ . .,
q" = ———— =... = ——— (odtud nazev mocninna metoda). (11.3)
[ Ag*=1| | Akq©)]
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Je-li A diagonalizovatelna, ma matice X za sloupce vlastni vektory matice A. Tyto vlastni

vektory jsou linearné nezavislé a tvori bazi C". Lze tedy psat:

n
q(o) :Z@ixh Qo E(C’ Z:L,TL

=1

(11.4)

Budeme uvazovat takove ¢, pro které a; # 0. Jinak bychom v dalsim postupu narazili na
problém déleni nulou. Do rovnice 11.3 dosadime vyjadfeni z rovnice 11.4 a vyuzijeme vztahu

Ax; = Ny proi = 1,...,n (resp. vztahu A*x; = \fz;, ktery z néj ptimo vyplyva)

(k) — AFq©) _ AkZ?:ﬂm _ ?:1042‘14%1‘ _ Z?=1O‘i>‘fxi
(45O JAFSE anl] IS bl [, aXia,

Déle vytkneme a1 \¥ a dostaneme

(k) a M (21 +yW)

q =

lan M| |1 + y®|
kde( n a')‘kfl?‘_a)\k(x _i_az)\éx + +a")\£$)
=15 T AL ar Ak 2 g Xk
n k

IR A

a v dusledku predpokladu, Ze \; je dominantni vlastni ¢islo matice A a ||z;|| = 1,
predp ]

w — |5~ 2 Ai) ail| e Ao
vyl = zi|| < <C
bol- 85 () | < Sl el <]

c

Odtud dostavame
y* =0 pro k — oo.

Pro k — oo se tedy smér ¢'*) bude blizit sméru ;. O rychlosti konvergence rozhoduje podil

| A2/ Adl.

Uvazujme Aq™®) a g Ag® (B = FT). Ukdzeme, 7e

q(k)HAq(k) — A\ pro k — oo.

H
g™t = i (@1 +y™®) , Ag = o MY (Mg + Ay(k)),
’m)\'f‘ |21 +y®)| ‘alA’f’ |1 + y®||
A\H H )
g4 = (A2 + 2HAY® 4 Ay B gy 4y R 4y (k) .

2
oMl + g
kde jsme vyuzili toho, ze ztlz; = 1.

Dale ukazeme, Ze
q(k) — I1.
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K tomu uvazujme

a MMz +Ay™) A +Ay ™)
M| llz1 +y® Jaa M| [l + 5@
M (Ay® — diy®)

M|l + )|

Aq®) — ) g™

v disledku toho, ze y*) — 0 pro k — oo.

Poznamka: 11.1. Vypocet tedy probiha tak, ze zvolime pocate¢ni ¢*) a pomoci schématu (11.3)
generujeme posloupnost ¢*). Na zakladé vztahu (11.5) vidime, Ze q(’“)HAq(k) konverguje k
vlastnimu ¢islu A, a navic (na zakladé (11.6)) ¢*) konverguje k vlastnimu vektoru ;. Vypocet
je zastaven, pokud Hq(k) — ¢ H je mensi nez predepsan odchylka. Pokud nebylo ¢(*) zvoleno
tak, aby platilo o; # 0 muze dojit k déleni nulou. V tom piipadé zvolime jiné pocatecni ¢(© a
vypocet opakujeme.

Pokud potiebujeme dalsi vlastni éisla (o, . . . , \,,) symetrické matice A = AT € R"*", muzeme
ze znalosti vlastniho ¢isla A\; a vektoru x; snadno sestavit jinou symetrickou matici W, ktera
ma vlastni ¢isla 0, Ay, . . ., A\, a vlastni vektory x4, . . . , z,,. Tuto konstrukci nazyvame Hotellin-
gova redukce matice

Na matici W muzeme opét aplikovat mocninou metodu a ziskat dalsi vlastni ¢isla a vektory.

@ UKOLY

1. Implementujte algoritmus mocninné metody spolu s Hotellingovou redukei. Vstupem je
matice A a pocatecni ¢(¥), chyba a maximalni pocet iteraci.
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12 Numericka reseni obycejnych
diferencialnich rovnic

CiLE KAPITOLY

V teéto kapitole se budeme zabyvat fesenim obycejnych diferencilnich rovnic. Zaméfime se jen
na zakladni metody numerického feseni.

KLICOVA SLOVA

obycejneé diferencialni rovnice, jednokrokove metody, Eulerova metoda, metody Rungeho—-Kutty

Formulace problému je nasledujici. Budiz dano f : [a,b] x R — R, f = f(z,y), z € [a,b],
y € IR. Dale je dana tzv. pocatecni podminka n € IR. Hledame zobrazeniy : [a,b] — IR
splnujici
y(@) = fle,y(@), welal] (12.1)
yla) = n.

O funkci f predpokladame, Ze je spojita a dale predpokladame, ze f je (lokalné) lipschitzovska
v druhé proménné, coz nam (na zakladé vét matematické analyzy) zaruci (lokalni) existenci a
jednoznacnost feseni.

Za splnéni vyse uvedenych predpokladu, 1ze problém (12.1) pievést na ekvivalentni formulaci
feSeni nasledujici integralni rovnice

y(@) = y(a)+ [ Fty@)dr (122)

V piipadé numerickych metod je feSeni diskrétni, tj. pro kazdé x; ziskame hodnotu y(z;),
resp. jeji aproximaci, ¢imz se lisime od feseni ziskaného klasickym fesenim (viz matematicka
analyza), kde feSenim je funkce y ().

Ukazme si nékteré principy odvozeni numerickych metod pro ODR. Uvazujme déleni inter-
valu [a,b] s uzly z; = a + ih, i = 0,...,n (s konstantnim krokem, obecné lze uvazovat
nekonstantni). Hodnotu feseni y(x;) aproximujeme pomoci hodnoty y;:

y(x;) ~ vy, i=0,...,n.

V uzlu z; plati
y'(z:) = f(zi,y(z:)).

Predpokladejme, ze funkce y je dostatecné hladka. Z Taylorova rozvoje dostaneme
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Dosadime-li tento vztah do diferencialni rovnice (12.1), dostaneme

Y Tit1) — YTy
eI o) = fan ()
To nas vede k myslence, zanedbat chybu fadu O(h) a pocitat pfiblizné hodnoty y;,: = 1,...,n
ze vztahu

Yi+1 —Yi o
h, - f(xl7 y’L)

tak, ze pribliznou hodnotu funkce y v uzlu z;,; vyjadiime pomoci pfiblizné hodnoty v uzlu
it
Yir1 = Yi +h f(zi, vi), Yo = 1 (dano). (12.3)

Tato metoda se nazyva dopredna Eulerova metoda pro fesenitlohy /' = f(x,y) s danou pocatecni
podminkou.

y(z)—y(®i—1)

Pfi odvozovani Eulerovy metody mohla byt derivace aproximovana téz jako y/'(x;) ~ .

a analogickym dosazenim bychom ziskali

Vi = Yi1 + h f(xs,y), Yo = 1 (dano). (12.4)

Tuto metodu nazyvame zpétna Eulerova metoda.

Povsimnéme si rozdilu ve schématech (12.3) a (12.4). V prvnim uvedeném schématu lze snadno
vypocitat hodnotu y;, 1, nebof tato hodnota se vyskytuje pouze na levé strané vyrazu (12.3),
na prave jsou jiz znameé hodnoty (tj. hodnoty s indexem o jednicku nizsi). Schéma tohoto
typu se nazyva explicitni schéma. V druhém schématu (12.4) je vidét, Ze neznama hodnota y;
je na obou stranach rovnice. V tomto pfipadé metodu nazyvame implicitni. Pro jeji pouziti
prevedeme rovnici (12.4) do tvaru

Yi — Yi-1 — h f(xi,y:) =0, (12.5)

a tuto rovnici pro kazdeé x; fesime pomoci vhodneé numericke metody pro feseni nelinearnich
rovnic.

Lze téz vyjit ze vztahu (12.2) a integral na praveé strané nahradit pomoci numerické kvadra-
tury. Toto obecné vede na vicekrokové metody (Adamsova typu), kterymi se zde nebudeme de-
tailné zabyvat (y;, 1 zavisi na vice hodnotach y;, y;_1, . . ., viz otazky k zamysleni). Pro ilustraci
uvazujme aplikaci lichobéznikového pravidla a zvolme integracni body x; ;1 a x;. prravou
dostavame nasledujici schéma (Crankovo-Nicolsonovo)

1
Yie1 = Yi + Eh (f(zs,y:) + f(Tit1, yir1)) (12.6)
které je implicitni.

Nabizi se i kombinace obou pfistupu. Uvazujme metodu (12.6), kde odhad y; na pravé strané
rovnice spocteme pomoci explicitni metody (12.3), dostavame tak schéma (Heunovo)

Yir1 = Yi + ;h (f(@i,ys) + f(@igr, v + P f(ri,0:))) - (12.7)

Tento postup kdy pouzijeme explicitni schémata pro vstup do implicitnich metod se nazyva
metody typu prediktor—korektor.
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12.1 Jednokrokové metody

Obecné uvazujme metody typu:
Yir1 =Yi +h o(xi,yi h). (12.8)
—_———
prirustkové zobrazeni

Tato metoda se nazyva jednokrokova, protoze hodnotu aproximace y; 1 poc¢itame pomoci hod-
noty y;. Pro Eulerovu metodu mame

O(i, yi, h) o= f(xi,y:).
Pfi pouziti Eulerovy metody dale plati pro hodnoty presného reseni

ylr+h) —y(x)
h

presny relativni prirustek

=y (z) + O(h) = f(z,y(x)) + O(h) = ¢(x,y(x), h) + O(h).

V Eulerové metodé se tedy lisi presny relativni prirustek a prirustkové zobrazeni o veli¢inu
fadu O(h):
y(z+h) —y()
h

To nas vede k definici fadu metody:

= ¢(x,y(x),h) + O(h).

Definice 12.1. Rekneme, Ze metoda (12.8) je Fadu p, jestlize

y(x +h) —y(z)

- = ¢(z,y(x), h) + O(hP). (12.9)

Jinymi slovy definice fika, Ze obecna jednokrokova metoda (12.8) je fadu p, jestlize presné
feSeni spliiuje vztah (12.8) s chybou hO(hP).

Definice 12.2. Rekneme, zZe obecna jednokrokova metoda je konvergentni, jestlize

Vi=0,...,n, |y($i)_yi| S%O(h)’

kde p(h) je infinitesimalni vzhledem k h. V takovém pripadé rekneme, Ze metoda je konvergentni
s Fadem p, jestlize p(h) = O(hP).

Véta 12.3. Metoda (12.8) je konvergentni, pravé kdyz f(x,y) = ¢(x,y,0), za predpokladu spo-
jitosti f, ¢ alipschitzovskosti f a ¢ v druhé proménne.

Véta 12.4. (Odhad chyby) Je-li metoda radu p, potom 3 konstanta C' > 0 takova, ze

oLl@i—z0) _ 1

L

za predpokladu spojitosti f, ¢ alipschitzovskosti f a ¢ v druhé promeénné. Zde L je konstanta
lipschitzovskosti prirustkového zobrazeni ¢.

’y(ﬂfz) - Z/i| <C-hP-

Poznamka: 12.1. Obdobné se odvodi jednokrokoveé metody pro feseni soustav obycejnych di-
ferencialnich rovnic, kde f : [a,b] x R™ — IR™,n € IR™

y(r) = flo,y(x)), =¢€la,b],
y(a) = mn,
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12.1.1 Metody typu Runge-Kutta

Podobné jako pfi konstrukci Eulerovy metody, ktera je metodou prvniho fadu, muzeme po-
stupovat pfi odvozeni metody vyssiho fadu. Z Taylorova rozvoje funkce y dostaneme

Y(Tis1)

y(l’l) —+ hy’(a;l) -+ %hQ y”(xi)—l— O(hg),
y($i+1) y\x

(i) + A flziy(e))+ 5h* Z(wy(@)+ OF).

Podle véty o derivaci slozené funkce mame

df
=Lt hyf

Muzeme tak zkonstruovat metodu druhého fadu s pfirustkovym zobrazenim

By, 1) = F(o,) +5h (Flw o)+l 9) o)

které ale zavisi na derivacich zobrazeni f. Proto se pouzivaji metody typu Runge-Kutta: kon-
struuje se ¢, splnujici (12.9), bez pouziti derivaci f. Zakladni myslenka spociva v tom, Ze
prirustkoveé zobrazeni se hleda ve specialnim tvaru tak, aby se lisilo od presného relativniho
pfirustku o veli¢inu O(h?). Tvar, ve kterém se hleda pfirustkové zobrazeni, je nasledujici:

()(.I',y, h) = Zwiki = wiky + woky + -+ + wsksa

=1

kde w; jsou konstanty. Veliciny k; jsou vyjadfeny pomoci hodnot zobrazeni f bez pouziti jeho
derivaci.

kl = f(xay)7
]{32 = f(.fE—{—(YQh,y—i-ﬂglh/{fl),

i—1
ki = flz+ ahy+ hZ@jkj),

Jj=1

s—1

ke = flz+ah,y+h> Bikj),
=1

kde o;, 3;; jsou konstanty. Ve vyse uvedenych vzorcich je obecné

s # p.

Pro pozadovany rad metody p < 4 lze volit s := p. Pro p > 4 musi byt s > p.

Rungeova-Kuttova metoda 2. radu

Ukazeme, jak se urci konstanty w;, o, 8;; na pfikladu odvozeni Rungeovy-Kuttovy metody 2.
fadu, tj. pro p = 2. Piirustkové zobrazeni hledame ve tvaru

(ﬁ(l‘,]J,h) - wlf(‘ray> + wa(x + Oéh,y + Shf(l’,y))
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Cilem je urcit konstanty w;, ws, o, [ tak, aby metoda byla 2. fadu, tj. aby

ylr +h) —y(x)

- = ¢(z,y,h) + O(h?).

Myslenka je zalozena na vyjadfeni presného relativniho pfirustku pomoci Taylorova rozvoje

ve tvaru
y(x +h) +y(z)

h

a vyjadreni prirustkového zobrazeni ¢ ve tvaru

= vyraz 1 + O(h?)

o(x,y,h) = viraz 2 + O(h%),

Konstanty w, ws, a, § ve ‘vyraz 2’ nastavime tak, aby ‘vyraz 1’ = ‘vyraz 2. Z Taylorova rozvoje
funkce y dostaneme

1
y(@ +h) = y(a) +hf + 1 ( fot fof )+ 0,
——
y”(w):%f(ﬁy(x)):fw-i-fyf
odkud

y(a +h) —y(x)
h

=f+ ;hfz + ;hfyf +O(h?).

vyraz 1

Na zakladé Taylorova rozvoje funkce dvou proménnych f

0 0
Fla gy +hs) = Flag) + b5 (o) + a3 (,9) + O(A)

pro hy = ah, hy = hf f a definice prirustkového zobrazeni v metodé typu Runge-Kutta
¢($7 Y, h) = Wlf(xa y) + CUQf(CC + th Yy + 3hf(l‘, y))

vyjadfime prirustkové zobrazeni ve tvaru

o(z,y,h) = wif +waf + ahf, + Bhff,] +O(R?).
vyraz 2

‘vyraz 2’ jesté upravime, abychom ho mohli porovnat s ‘vyrazem 1’:

¢(x7 Y, h) = (wl + w2)f + w2a/hfx + w?/ghffy +O(h2)
vyraz 2

Porovnanim koeficientu u f, hf, a hf, f ve ‘vyraz 1’ a ‘vyraz 2’ ziskdme rovnice pro wy, wa, &

ap
1=w + . L_p
= W1 w2, 9 = OWa, 9 = PWa.

Odvodili jsme tak 3 rovnice pro 4 nezname. Zvolime napf. w; = 0 a ur¢ime zbyvajici konstanty:

Wy =

57



Runge—-Kuttovu metodu 2. radu lze tedy zapsat ve tvaru
Yir1 = Yi + ho(xi, yi, h),

1 1

@ OTAZKY K ZAMYSLENI

1. Odvod'te pomoci integrace prave strany (12.2) za vyuziti Simpsonova pravidla vicekrokovy
vzorec (Simpsonovo pravidlo). Pouzijte integraci pres uzlove body x; 1 az ;.

@ UKOLY

1. Implementujte algoritmy vsech zde uvedenych metod pro feseni ODR. Vstupem je funkce f,
pocatecni podminka, velikost kroku / a interval, na kterém nas zajima reseni. Vystupem
je numerickeé feseni v danych uzlovych bodech.

2. Pro ulohu se znamym fesenim porovnejte vystupy explicitnich a implicitnich metod s
presnym feSenim. Vykousejte i pro ruzné velikosti kroku h. A zaroven v piipadé expli-
citnich jednokrokovych metod ovérte vliv fadu metody na presnost.
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