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Úvodnı́ slovo

Opora k předmětu Matematický so�ware je zaměřena zejména na využitı́ matematicky orien-
tovaných nástrojů jazyka Python, kterými jsou knihovny NumPy, SciPy a SymPy. Tyto
knihovny jsou aktivně využı́vány v dalšı́ch předmětech, a proto je jejich dobrá znalost nutná.
Dále je pozornost v tomto předmětu zaměřena na představenı́ a využitı́ základnı́ch metod nu-
merické matematiky zejména v oblasti lineárnı́ algebry, diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu
funkce jedné proměnné. Jednotlivé úlohy jsou procvičovány formou psanı́ vlastnı́ch řešenı́
za pomoci symbolické matematiky (SymPy) a numerické matematiky, a výstupy jsou po-
rovnávány s vestavěnými funkcemi knihoven NumPy a SciPy. V prvnı́ části opor je po-
zornost zaměřena na základnı́ fakta o reprezentaci čı́sel v jazyku Python a na jejich vizua-
lizaci pomocı́ základnı́ knihovny matplotlib. Poté následuje jádro kurzu, kdy jsou postupně
představeny a řešeny úlohy z lineárnı́ algebry, diferenciálnı́ho a integrálnı́ho počtu funkce
jedné proměnné. Tyto úlohy jsou vhodně proloženy typickými úlohami numerické matema-
tiky, jakými jsou interpolace a aproximace, hledánı́ kořene rovnice f(x) = 0 a představenı́m
metody Monte Carlo, které předcházı́ diskuze o náhodných čı́slech. Po každé ucelené partii
přicházı́ zadánı́ dané části seminárnı́ práce, které shrnuje dosud nabyté znalosti. Tematicky je
výklad zakončen obyčejnými diferenciálnı́mi rovnicemi a metodami jejich řešenı́. V průběhu
kurzu budou zadány dvě seminárnı́ práce, jejichž možnou náplň lze nalézt v dalšı́ kapitole.
Všechny výše zmı́něné kapitoly jsou doplněny o implementace v jazyku Python, které lze
prostudovat po přihlášenı́ do e-learningového systému MOODLE.
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Přı́klad seminárnı́ práce

V průběhu kurzu budou zadány dvě seminárnı́ práce, na kterých budou moci studenti pra-
covat v průběhu speciálně vyčleněných seminářů. Součástı́ seminárnı́ práce je protokol o
vypracovánı́ a programové kódy. Při plněnı́ těchto pracı́ mohou studenti spolupracovat na
tvorbě programů, ale protokol odevzdává každý sám za sebe. Seminárnı́ práce může obsaho-
vat napřı́klad tato témata.

Laplaceův rozvoj pro výpočet determinantu matice
Dle Laplaceova rozvoje lze zı́skat determinant matice A(n, n) součtem determinantů n matic
A(n− 1, n− 1) jako

|A| =
n∑

j=1

(−1)i+jaijMij

Mij =
∣∣SA

ij

∣∣
kde, SA

ij je submatice k matici A, která vznikne vynechánı́m i−tého řádku a j−tého sloupce
matice A. Mij je tzv. minor matice A a je roven hodnotě determinantu SA

ij , aij je prvek matice
A na i−tém řádku a v j−tém sloupci. Postup je platný i pro přı́pad, kdy děláme rozvoj přes
i−tý sloupec a j−tý řádek.

• Náhodně nagenerujte matici A(n, n).

• Interval celých čı́sel zvolte v rozmezı́ 〈−6, 6〉.

• Ověřte, že je matice čtvercová.

• Zvolte, zda uděláte rozvoj dle řádku nebo dle sloupce.

Výstupem bude:

• Graf časové náročnosti výpočtu Laplaceova rozvoje v závislosti na velikosti matice n ∈
(5, 100).

• Porovnánı́ časové náročnost Laplaceova rozvoje a vestavěné funkce NumPy nebo
SciPy pro výpočet determinantu.
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Numerická integrace
Vypočı́tejte následujı́cı́ integrál ∫ 20

4

sin(x)

x
+ 3dx

pomocı́

• Symbolických funkcı́ v SymPy.

• Vlastnı́m programem na složené Simpsonovo pravidlo v jazyku Python.

• Vlastnı́m programem v jazyku Python na metodou Monte Carlo (viz rovnice (1)).

Výstupem bude:

• Hodnota integrálu pro jednotlivé metody.

• Graf konvergence složeného Simpsonova pravidla k přesné hodnotě integrálu v
závislosti na dělenı́ intervalu 〈0, 1〉.

• Graf konvergence metody Monte Carlo v závislosti na počtu pokusů N .

Metoda Monte Carlo pro výpočet integrálu

Mějme funkci f(x) na intervalu 〈a, b〉. Věta o střednı́ hodnotě

I =

∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(ξ)

nám řı́ká, že na existuje bod fξ ∈ 〈a, b〉 takový, že hodnota integrálu I je rovna obsahu
obdélnı́ka (b− a)f(ξ).
Metodou Monte Carlo pro výpočet střednı́ hodnoty se nynı́ budeme snažit aproximovat funkci
f(ξ) aritemtickým průměrem f(x). Takže

∫ b

a

f(x)dx = (b− a)f(x) = (b− a)
N

N∑
i=1

f(xi) (1)

Body xi ∈ (a, b) volı́me na intervalu náhodně a přitom požadujeme co nejrovnoměrnějšı́ vzor-
kovánı́. Volba bodu xi probı́há následovně:

• Nagenerujte náhodné čı́slo γ ∈ (0, 1).

• Transformacı́ čı́sla γ z intervalu (0, 1) na interval (a, b) zı́skejte čı́slo xi.

Šı́řenı́ nemoci - SIR model
Pomocı́ vlastnı́ho programu vyřešte následujı́cı́ soustavu rovnic, která modeluje vývoj nemoci
v uzavřené populaci o N = 50 členech.
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• Uvažujte SIR model s následujı́cı́mi rovnicemi a podmı́nkami.

dS(t)

dt
= −βS(t)I(t)

dI(t)

dt
= βS(t)I(t)− γI(t)

dR(t)

dt
= γI(t)

a podmı́nkami

S(t) + I(t) +R(t) =N

dS(t)

dt
+

dI(t)

dt
+

dR(t)

dt
=0

• Ukažte vliv počátečnı́ch podmı́nek na časový vývoj jednotlivých skupin.

• Ukažte vliv koe�cientů β a γ na časový vývoj jednotlivých skupin.

• Ukažte vliv metody řešenı́ soustavy rovnic na přesnost řešenı́. Za metody zvolte Eule-
rovu metodu a metodu Rungeho-Ku�y 4. řádu.

Výstupem bude:

• Gra�cké zobrazenı́ průběhu nemoci, alespoň pro 3 skupiny parametrů. Např. pro přı́pad
malého nebo velkého počtu nakažených na počátku, při různých velikostech koe�cientů
β a γ.

• Porovnánı́ stability a rychlosti jednotlivých řešenı́ (Eulerova metoda a metoda Rungeho-
Ku�y 4.řádu). Jde napřı́klad o graf časové náročnosti v závislosti na počtu členů popu-
lace, čase řešenı́ aj.
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1 Základnı́ matematické operace v Py-
thonu

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této úvodnı́ kapitoly je poskytnout přehled základnı́ch datových typů a matematických
funkcı́, které se budou v průběhu kurzu intenzivně využı́vat. Jedná se zejména o samotnou
reprezentaci čı́sel, převody datových typů, základnı́ operace s čı́sly a s tı́m spojené operátory,
zlomky, vestavěné funkce, operace nad poli, seznamy, aj.
V této kapitole se dozvı́te

• jak se v Pythonu reprezentujı́ různé datové typy (celočı́selné, reálné, komplexnı́ aj.),

• jaké základnı́ operace lze s čı́sly provádět pomocı́ balı́ku math, fractions aj.,

• jak lze reprezentovat sadu čı́sel pomocı́ pole, seznamu, n-tice a jaké funkce lze nad těmito
poli vykonávat.

KLÍČOVA SLOVA
math, fractions, decimal, seznam, pole, n-tice, slovnı́ky
Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch

• Základnı́ informace o datových typech, operacı́ch a funkcı́ch lze naleznete např. v [1] v
kapitole 2.

• Nápovědu pro jednotlivé balı́ky jazyka python lze nalézt např. zde [2].

Jednoduché přı́klady na datové typy, jejich deklarace, stejně tak jako na základnı́ operace nad
jednotlivými poli lze dále nalézt v e-learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Umět deklarovat požadovaný datový typ a rozumět výsledkům operacı́ těchto typů.

• Umět pracovat s funkcemi zejména balı́ků math, fractions, decimal aj.

• Umět deklarovat pole čı́sel a rozumět funkcı́m, které nad těmito poli operujı́.
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OTÁZKY

1. Jaké datové typy (čı́selné) umožňuje python deklarovat?

2. Jak lze datové typy transformovat mezi sebou?

3. Jak lze efektivně reprezentovat vektor?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jaké jsou rozsahy datových typů?

2. Jak lze de�novat přesnost matematických operacı́ na předem de�novaný počet dese-
tinných mı́st?

ÚKOLY

1. Procvičte si základnı́ operace mezi jednotlivými datovými typy a identi�kujte, které ope-
race mohou být ”potenciálně”rizikové a proč.

2. Napište program pro řešenı́ kvadratické rovnice a ošetřete všechny možné vstupnı́
podmı́nky tak, abyste dostali správné řešenı́ (pokud existuje).
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2 Matematické knihovny a moduly

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled nejpoužı́vanějšı́ch knihoven a modulů jazyka
Python, které jsou zaměřené na matematické výpočty. Jedná se zejména o populárnı́ balı́ky
NumPy a SciPy, ale i o jejich nadstavby jako je SageMath nebo o balı́k využı́vajı́cı́ sym-
bolické manipulace SymPy.
V této kapitole se dozvı́te

• jaká jsou nejrozšı́řenějšı́ využitı́ populárnı́ch knihoven a modulů jazyka Python,

• jaké jsou jejich možnosti a kam směřuje jejich dalšı́ vývoj,

• jaké jsou nadstavby nad těmito knihovnami a moduly,

• jak se provádı́ základnı́ matematické výpočty v těchto knihovnách a modulech.

KLÍČOVA SLOVA
NumPy, SciPy, ndarray, SymPy, SageMath

Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch

• Základnı́ informace o NumPy lze nalézt zde [3].

• Základnı́ informace o SciPy lze nalézt zde [4].

• Základnı́ informace o Sage lze nalézt zde [5].

• základnı́ informace o SymPy lze nalézt zde [6].

Přı́klady práce s datovými typy ve výše zmı́něných balı́cı́ch lze nalézt dále nalézt v e-
learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Umět použı́vat knihovny a moduly jazyka Python NumPy a SciPy pro matematické
operace.

• Mı́t povědomı́ o nadstavbách těchto knihoven a modulů a jejich použitı́.
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• Umět pracovat se symbolickými proměnnými a provádět základnı́ symbolické manipu-
lace.

OTÁZKY

1. Jaký je rozdı́l mezi balı́kem NumPy a SciPy?

2. Na jakém principu jsou založeny symbolické manipulace?

3. Jak lze vytvořit NumPy pole a naplnit ho sekvencı́ celých čı́sel?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jsou symbolické manipluace rychlejšı́ nebo pomalejšı́ než manipulace s NumPy poli?

2. Jaké operace je výhodnějšı́ dělat pomocı́ SciPy než NumPy?

ÚKOLY

1. Deklarujte NumPy pole a naplňte ho sekvencı́ celých čı́sel.

2. Převed’te seznam reálných čı́sel na NumPy pole a ošetřete přesnost čı́sel.

3. Proved’te základnı́ symbolické manipulace v modulu SymPy zaměřené na úlohy arit-
metiky.

4. Porovnejte rychlost výpočtů symbolické matematiky aNumPy neboSciPy implemen-
tace.
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3 Vizualizace dat v Pythonu

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je podat přehled o využı́vaných knihovnách a modulech jazyka Python
pro vizualizaci dat. Základnı́m modulem je zde matplotlib a jeho funkce pyplot. Pro
pokročilejšı́ vizualizace s gra�ckým rozhranı́m je využito modulů PyQt a PySide.
V této kapitole se dozvı́te

• jak rychle a jednoduše vizualizovat data pomocı́ matplotlib,

• jak nastavit atributy grafu a vizualizacı́ pomocı́ funkce pyplot,

• jak de�novat pokročilejšı́ gra�cké rozhranı́ pomocı́ matplotlib a PyQt,

• jak de�novat okennı́ aplikaci pomocı́ PyQt a PySide.

KLÍČOVA SLOVA
matplotlib, pyplot, PyQt, gra�cké rozhranı́, okennı́ aplikace, PySide
Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch

• Základnı́ funkce knihovny matplotlib je popsána napřı́klad zde [7].

• Popis tvorby a použı́vánı́ gra�ckého rozhranı́ pomocı́ QtGui a QtWidgets je popsán
v PyQt napřı́klad zde [9] a zde [10].

• Popis tvorby a použı́vánı́ gra�ckého rozhranı́ pomocı́ PySide je popsán napřı́klad zde
[11].

Přı́klady vizualizacı́ dat a de�nice jednoduchých gra�ckých rozhranı́ lze dále najı́t v e-
learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Umět pomocı́ funkce pyplot knihovny matplotlib de�novat, vykreslit a expor-
tovat jednoduchý dvojrozměrný graf.

• Umět de�novat jednoduché gra�cké rozhranı́ pomocı́ knihovny PyQT nebo PySide.

• Umět propojit matplotlib a PyQt pro vizualizaci dat.

14



OTÁZKY

1. Jak lze rychle a efektivně pomocı́ knihovny matplotlib vizualizovat data?

2. Lze pro vizualizaci vı́cerozměrných dat a ploch využı́t v matplotlib OPenGL pod-
poru?

3. Jaký je rozdı́l mezi gra�ckým rozhranı́m vytvořeným pomocı́ matplotlib a PyQT?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Kdy nenı́ vhodné využı́vat PyQT a kdy naopak matplotlib?

ÚKOLY

1. Pomocı́ vlastnı́ nebo vestavěné funkce Pythonu zobrazte data pomocı́ pyplot.

2. V rámci knihovny matplotlib de�nujte základnı́ interaktivnı́ prvky gra�ckého roz-
hranı́ jako je posuvnı́k aj.

3. Pomocı́ knihovny PyQt de�nujte vlastnı́ gra�cké rozhranı́ na vizualizaci jednoduchých
dat a de�nujte atributy grafu.

4. Pomocı́ knihovny matplotlib vizualizujte data v prostředı́ knihovny PyQt .

5. Pomocı́ knihovny PyQt vytvořte analogii programu kalkulačka.
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4 Úvod do lineárnı́ algebry

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled základnı́ch metod a přı́stupů pro řešenı́ úloh z oblasti
lineárnı́ algebry za pomoci knihoven a modulů jazyka Python a pomocı́ algoritmů nume-
rické matematiky. Úlohy jsou zaměřeny na využitı́ matic a vektorů a to zejména při řešenı́
soustav lineárnı́ch rovnic pomocı́ symbolické matematiky, přı́mých a iteračnı́ch metod nume-
rické matematiky a vestavěných funkcı́ Pythonu.
V této kapitole se dozvı́te

• o základnı́ch numerických metodách pro řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic (přı́mé i
iteračnı́ metody),

• o funkcı́ch knihovny NumPy a SciPy pro řešenı́ úloh lineárnı́ algebry (např.
scipy.linalg),

• o funkcı́ch knihovny SymPy pro řešenı́ úloh z lineárnı́ algebry pomocı́ symbolické ma-
tematiky (např. funkce LUsolve)

KLÍČOVA SLOVA
matice, determinant, Gaussova eliminace, Gaussova-Seidelova metoda, solver

Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch

• Matematické de�nice lze nalézt napřı́klad zde [15] nebo zde [12].

• Metody numerické matematiky pro výpočet determinantu a pro řešenı́ soustav
lineárnı́ch rovnice lze nalézt napřı́klad zde [17].

• Využitı́ funkcı́ symbolické matematiky pomocı́ knihovny SymPy lze nalézt napřı́klad
zde [6].

• Využitı́ funkcı́ knihovny SciPy nebo NumPy lze nalézt napřı́klad zde [3] a zde [4].

Implementace vybraných metod numerické a symbolické matematiky pro řešenı́ úloh z
oblasti lineárnı́ algebry lze najı́t dále v e-learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
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• Přehled o metodách řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic a jiných úloh z lineárnı́ algebry
pomocı́ numerické a symbolické matematiky.

• Povědomı́ o funkcı́ch knihoven NumPy a SciPy, které lze pro úlohy z lineárnı́ algebry
použı́t.

• Schopnost implementovat základnı́ metody numerické matematiky (přı́mé a iteračnı́).

• Schopnost implementovat funkce symbolické matematiky pro řešenı́ úloh menšı́ho roz-
sahu.

OTÁZKY

1. Jaký je rozdı́l mezi přı́mými a iteračnı́mi metodami pro řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic?

2. Jaké funkce knihoven NumPy a SciPy lze pro řešenı́ úloh lineárnı́ algebry využı́t?

3. Do jakého počtu lineárnı́ch rovnic je možné efektivně použı́t symbolickou matematiku?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jaké dalšı́ metody pro řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic jsou v knihovnách NumPy a
SciPy implementovány?

ÚKOLY

1. Napište program pro výpočet determinantu pomocı́ Laplaceova rozvoje.

2. Napište program pro řešenı́ soustav lineárnı́ch rovnic pomocı́ Cramerova pravidla, Gaus-
sovy eleiminace a jedné z iteračnı́ch metod.

3. Porovnejte Váš program s funkcemi knihoven NumPy a Scipy.
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

19



5 Interpolace a aproximace funkce
jedné proměnné

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled základnı́ch metod interpolace a aproximace jedno-
rozměrných dat pomocı́ metod numerické matematiky, funkcı́ knihoven NumPy a SciPy a
pomocı́ a knihovny symbolické matematiky SymPy.
V této kapitole se dozvı́te

• co je interpolace a aproximace dat a jaký je mezi nimi rozdı́l,

• jaké jsou základnı́ metody interpolace a aproximace jednorozměrných dat pomocı́ metod
numerické matematiky,

• jaké metody interpolace a aproximace jsou obsaženy v knihovnách NumPy a SciPy,

• jak lze interpolaci a aproximaci provést pomocı́ knihovny SymPy.

KLÍČOVA SLOVA
interpolace, aproximace, lineárnı́ regrese, polynomy, splajny, lineárnı́ regrese, metoda
nejmenšı́ch čtverců

Náplň látky této kapitoly je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• Přehled základnı́ch metod interpolace a aproximace je uveden např. zde [17] nebo zde
[18].

• Přehled funkcı́ implementovaných v knihovnách NumPy a SciPy lze nalézt zde [3] a
zde [4].

• Přehled metod symbolické matematiky lze nalézt zde [6].

Přı́klady interpolace a aproximace jednorozměrných dat lze dále nalézt v e-learningovém
systému MOODLE.

SHRNUTÍ
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• Mı́t povědomı́ o základnı́ch numerických metodách interpolace a aproximace jedno-
rozměrných dat.

• Umět implementovat tyto základnı́ metody v prostředı́ Pythonu.

• Využı́t vestavěné funkce knihoven NumPy a SciPy pro aproximaci a interpolaci jed-
norozměrných dat.

• Provést jednoduchou interpolaci pomocı́ funkcı́ knihovny SymPy.

OTÁZKY

1. Jaké jsou základnı́ metody interpolace jednorozměrných dat?

2. Jaké jsou rozdı́ly mezi interpolacı́ a aproximacı́ dat?

3. Jaké jsou základnı́ metody aproximace jednorozměrných dat?

4. Jaké jsou limity interpolace a kdy je naopak výhodné ji použı́t?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jak se zvyšuje náročnost a složitost interpolace a aproximace při zvyšovánı́ dimenze dat?

ÚKOLY

1. Pomocı́ interpolace po částech, lineárnı́ interpolace a interpolace pomocı́ kubických
splajnů interpolujte náhodnou sadu dat.

2. Pomocı́ SciPy funkce optimize aproximujte stejnou sadu dat a výsledky porovnejte.

3. Pomocı́ SymPy funkce interpolate proved’te interpolaci jednoduché sady dat s malým
rozptylem.
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6 Hledánı́ kořenů rovnice

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled základnı́ch metod pro hledánı́ kořenů algebraických
rovnic ve tvaru f(x) = 0 a Pn(x) = 0 implementovaných v knihovnách Pythonu NumPy
a SciPy, jednak v knihovně symbolické matematiky SymPy.
V této kapitole se dozvı́te

• jaké jsou základnı́ metody pro hledánı́ kořenů algebraických rovnic,

• jak jsou tyto metody implementovány v jazyku Python,

• jak lze najı́t kořeny vybraných rovnic pomocı́ symbolické matematiky

KLÍČOVA SLOVA
bisekce, prostá iterace, metoda regula falsi, Newtonova metoda, Laguerrova metoda

Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• Přehled základnı́ch metod pro hledánı́ kořene algebraických rovnic lze nalézt v [17].

• Implementace vybraných metod v knihovnách jazyka Python NumPy a SciPy lze
nalézt zde [3] a zde [4].

• Hledánı́ kořenů rovnic pomocı́ SymPy lze nalézt zde [6].

Přı́klady implementace jednotlivých metod lze dále nalézt v e-learningovém systému MO-
ODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Přehled o základnı́ch metodách pro hledánı́ kořenů algebraických rovnic ve tvaru
f(x) = 0 a Pn(x) = 0.

• Přehled o implementaci těchto metod v knihovnách Pythonu NumPy a SciPy.

• Přehled o možnosti řešit tento typ úlohy pomocı́ symbolické matematiky a knihovny
SymPy.
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OTÁZKY

1. Jaké rovnice jsou pro tento typ úlohy vhodné?

2. Jaké jsou základnı́ metody pro hledánı́ kořenů algebraických rovnic?

3. Jakým způsobem lze implementovat tyto metody pomocı́ Pythonu?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jaké jsou nevýhody základnı́ch metod z hlediska stability a použitelnosti?

2. Lze pro hledánı́ kořenů algebraických rovnic použı́t i jiné, než iteračnı́ metody?

ÚKOLY

1. Pomocı́ metody bisekce, prosté iterace a Newtonovy metody najděte kořeny algebraické
rovnice x+ ln |x| = 0

2. Porovnejte konvergence jednotlivých metod.

3. Pomocı́ Laguerrovy metody najděte kořeny kubické rovnice.
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7 Generovánı́ náhodných čı́sel a tes-
továnı́ generátorů

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled o generátorech náhodných čı́sel, jejich rozdělenı́ dle
typu, vlastnostech, kvalitě a způsobu jejich testovánı́.
V této kapitole se dozvı́te

• jaký je princip generovánı́ náhodných čı́sel na počı́tači,

• jaké jsou generátory a jaké principy pro generovánı́ pseudonáhodných čı́sel využı́vajı́,

• jak se navržené generátory testujı́.

KLÍČOVA SLOVA
pseudonáhodné čı́slo, lineárnı́ kongruenčnı́ generátor, násada, DIEHARD, TESTUo1, Mersene
Twister, Marsaglia
Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• Přehled základnı́ch generátorů lze nalézt napřı́klad zde [19] nebo zde [20].

• Přehled testů DIEHARD a TESTUo1 lze nalézt napřı́klad zde [21] a zde [22].

• Popis náhodného generátoru Mersenne Twister implementovaného v Pythonu lze
nalézt zde [23].

Implementace vybraných generátorů náhodných čı́sel a porovnánı́ s vestavěným generátorem
Pythonu lze nalézt dále v e-learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Mı́t povědomı́ o principech generovánı́ náhodných čı́sel na počı́tači.

• Mı́t povědomı́ o testech generátorů náhodných čı́sel a tı́m o možnostech jejich použitı́.

• Umět implementovat vybrané generátory a testy do jazyka Python.
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OTÁZKY

1. Jaký je rozdı́l mezi náhodným a pseudonáhodným čı́slem?

2. Jaké znáte dobré a špatné generátory čı́sel?

3. Jaké jsou nejznámějšı́ testy generátorů a na co kladou důraz?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Proč se v dnešnı́ době již neuplatňujı́ generátory náhodných čı́sel, které jsou založené
na fyzikálnı́ch principech?

2. Jak fungoval prvnı́ generátor pseudonáhodných čı́sel?

ÚKOLY

1. Implementujte dva rozdı́lné typy lineárnı́ch kongruenčnı́ch generátorů a otestujte je po-
mocı́ vybrané sady testů ze sady DIEHARD a TESTUo1.

2. Otestujte vestavěný generátor Pythonu a při různých vstupnı́ch parametrech.
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8 Metoda Monte Carlo

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout úvod do metody Monte Carlo, jedné ze základnı́ch metod
počı́tačového modelovánı́ a analýzy. Dále je cı́lem této kapitoly představit základnı́ aplikace
této metody včetně počı́tánı́ obsahů nebo objemů tvarově komplexnı́ch těles a modelovánı́
Brownova pohybu.
V této kapitole se dozvı́te

• jaký je základnı́ princip metody Monte Carlo,

• kde všude se tato metoda aplikuje a čeho s nı́ lze dosáhnout,

• jak lze tuto metodu efektivně implementovat v prostředı́ jazyka Python.

KLÍČOVA SLOVA
Monte Carlo, náhodná veličina, rozdělenı́, vzorkovánı́, Markovovy řetězce, náhodná procházka

Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• Základnı́ princip metody Monte Carlo lze nalézt napřı́klad zde [19] nebo zde [24].

• Aplikace metody Monte Carlo ve vědě a technice lze nalézt napřı́klad zde [25] a zde [26]
a napřı́klad ve �nančnı́ oblasti zde [27].

Vybrané přı́klady aplikace metody Monte Carlo lze dále nalézt v e-learningovám systému
MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Povědomı́ o principu metody Monte Carlo.

• Povědomı́ o vzorkovánı́ fázového prostoru pomocı́ generovánı́ a transformaci
náhodných čı́sel a o snižovánı́ chyby metody.

• Umět implementovat metody Monte Carlo na vybrané problémy z oblasti výpočtu ob-
sahu nebo objemu těles s komplexnı́m tvarem.

• Mı́t povědomı́ o generovánı́ Markovových řetězců a výběru reprezentativnı́ch členů.
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• Umět implementovat metody Monte Carlo pro řešenı́ soustavy rovnic a pro modelovánı́
Brownova pohybu.

OTÁZKY

1. Na čem je metoda Mone Carlo založena?

2. Co je náhodná veličina a jak probı́há jejı́ generovánı́ a transformace?

3. Co je fázový nebo stavový prostor a proč je pro nás důležité jeho vzorkovánı́?

4. V jaké aplikaci uplatnı́te Markovovy řetězce?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jak lze vzorkovat fázový prostor, který má úzká hrdla?

ÚKOLY

1. Pomocı́ metody Monte Carlo spočtěte obsah jednoduchého (kruh) a složitého (toroid)
obrazce. Uvažujte implementaci pomocı́ NumPy polı́.

2. Pomocı́ Metody Monte Carlo (náhodná procházka) modelujte náhodný Brownův pohyb
ve dvou dimenzı́ch. Uvažujte implementaci pomocı́ NumPy polı́.

3. Na výpočtu čı́sla π ukažte, jak rychle metoda konverguje k přesnému řešenı́ a výsledek
porovnejte napřı́klad s výpočtem čı́sla π pomocı́ Leibnizovy řady.
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MÍSTO PRO VAŠE POZNÁMKY
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9 Derivace funkce jedné proměnné

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled o základnı́ch metodách pro výpočet derivace a
to zejména pomocı́ metod numerické a symbolické matematiky implementovaných v jazyku
Python.
V této kapitole se dozvı́te

• co jsou konečné diference a jak se odhaduje chyba metody,

• co jsou symbolické diference.

KLÍČOVA SLOVA
konečná diference, limita, zaokrouhlovacı́ chyba, Taylorův rozvoj, dopředná a zpětná diference

Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• De�nici derivace a Taylorova rozvoje lze nalézt napřı́klad v[12] nebo v [15]

• Princip konečné diference a metody pro výpočet numerické derivace lze nalézt napřı́klad
v[17].

• Implementace metod konečných diferencı́ v jazyku Python lze nalézt napřı́klad v [3]
nebo v [4].

• Implementace metod symbolické diference lze nalézt v [6].

Přı́klady na výpočet derivace funkce jedné proměnné pomocı́ konečných a symbolických
diferencı́ lze dále nalézt v e-lerarningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste měli mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Znát rozdı́l mezi derivacı́ a diferencı́.

• Umět popsat konstrukci konečných diferencı́ napřı́klad pomocı́ Taylorova rozvoje.

• Implementovat konečné diference do prostředı́ jazyka Python.
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• Využı́t vestavěné nástroje knihoven NumPy a SciPy pro derivaci funkce jedné
proměnné.

• Využı́t vestavěné nástroje knihovny SymPy pro symbolickou derivaci funkce jedné
proměnné.

• Popsat vliv chyby metod konečných diferencı́ a jejı́ minimalizace.

OTÁZKY

1. Jaký je rozdı́l mezi derivacı́ a diferencı́?

2. Jak lze zmenšit chybu metody založené na konečné diferenci?

3. Co je to zaokrouhlovacı́ chyba a proč je důležitá?

4. Jak se provádı́ symbolická derivace?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Pro jaké funkce je vhodná metoda dopředné diference a pro jaké ne?

2. Jak bude vypadat metoda konečné diference založená na vı́ce než třech bodech?

ÚKOLY

1. Pomocı́ konečných diferencı́ proved’te odhad derivace monotónnı́ funkce a periodické
funkce.

2. Studujte konvergenci odhadu k přesnému řešenı́ v závislosti na chybě metody a zao-
krouhlovacı́ chybě.

3. Porovnejte Vaše řešenı́ z hlediska přesnosti a rychlosti s vestavěnými funkcemi pro od-
had derivace knihoven NumPy a SciPy.

4. Porovnejte Vaše řešenı́ s výstupy symbolické derivace pomocı́ knihovny SymPy.

33
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10 Integrálnı́ počet funkce jedné
proměnné

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled o základnı́ch počı́tačových metodách pro výpočet
neurčitého a určitého integrálu funkce jedné proměnné. Postupně budou představeny me-
tody pro symbolickou integraci (neurčitý i určitý integrál), numerickou integraci včetně
vestavěných nástrojů knihoven jazyka Python a pro integraci ostatnı́mi metodami jako je
napřı́klad Monte Carlo.
V této kapitole se dozvı́te

• jaké jsou metody numerické matematiky pro výpočet integrálu funkce jedné proměnné,

• jak lze vypočı́tat integrál pomocı́ metody Monte Carlo,

• jaké numerické metody jsou implementovány v knihovnách jazyka Python.

KLÍČOVA SLOVA
Netwonovy-Cotesovy vzorce, Gaussova integrace, lichoběžnı́ková metoda, metoda střednı́
hodnoty
Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• De�nice integrálu a metody jeho výpočtu jsou uvedeny napřı́klad zde [15] nebo zde [13].

• Přehled metod pro výpočet neurčitého a určitého integrálu pomocı́ symbolických ma-
nipulacı́ knihovny SymPy lze nalézt zde [6].

• Numerické metody pro výpočet integrálu funkce jedné proměnné lze nalézt napřı́klad
zde [17].

• Přehled metod Monte Carlo pro výpočet integrálu funkce jedné proměnné lze nalézt
napřı́klad zde [19].

• Implementace numerických metod v knihovnách jazyku Python NumPy a ScipPy lze
nalézt zde [3] a zde [4].

Implementace vybraných numerických metod integrace funkce jedné proměnné lze dále
nalézt v e-learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.
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• Mı́t povědomı́ o počı́tačových metodách integrace funkce jedné proměnné.

• Znát základnı́ metody numerické matematiky (obdélnı́ková, lichoběžnı́ková, Simpso-
nova).

• Znát základnı́ metody Monte Carlo integrace.

• Umět vypočı́tat neurčitý a určitý integrál pomocı́ metod symbolické matematiky.

• Umět vypočı́tat integrál funkce jedné proměnné pomocı́ knihoven NumPy a SciPy a
pomocı́ vlastnı́ch programů v Pythonu.

OTÁZKYTODO

1. Jaké znáte počı́tačové metody pro výpočet integrálu funkce jedné proměnné?

2. Jak se od sebe lišı́ Newtonovy-Cotesovy vzorce a Gaussova kvadratura?

3. Je pro integrál funkce jedné proměnné lepšı́ využı́t numerickou metodu nebo metodu
Monte Carlo?

4. Jaké metody jsou implementovány v knihovnách NumPy a Scipy jazyka Python?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Jak lze vylepšit přesnost numerických metod založených na Newtonových-Cotesových
vzorcı́ch?

2. Je v přı́padě numerické integrace nutné uvažovat chybu metody?

ÚKOLY

1. Pomocı́ symbolické matematiky vypočı́tejte neurčité integrály funkce jedné proměnné.
Výsledky zkuste vyčı́slit pomocı́ funkce subs. Uvažujte i nespojitou funkci.

2. Pomocı́ vybrané metody numerické matematiky vypočı́tejte jeden z integrálu z
předchozı́ho bodu a porovnejte výsledky a složitost výpočtu.

3. Pomocı́ metody střednı́ hodnoty Monte Carlo vypočı́tejte integrál funkce jedné
proměnné a výsledky porovnejte s předchozı́mi metodami.

4. Výsledky porovnejte z hlediska složitosti a rychlosti s vestavěnými funkcemi knihoven
NumPy a SciPy.
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11 Obyčejné diferenciálnı́ rovnice

CÍLE KAPITOLY
Cı́lem této kapitoly je poskytnout přehled o základnı́ch počı́tačových metodách pro výpočet
obyčejných diferenciálnı́ch rovnic (ODR), které obsahujı́ jednu neznámou funkci jedné
proměnné a jejı́ derivace (rovnice prvnı́ho a druhého řádu). Postupně budou představeny me-
tody založené na symbolické matematice, numerické matematice včetně vestavěných nástrojů
knihoven jazyka Python a ostatnı́ metody založené na přı́klad na Monte Carlo integraci. Nako-
nec budou představeny aplikace ODR a jejich soustav do rozličných oblastı́ (napřı́klad biologie,
fyzika, �nance, výroba aj.).
V této kapitole se dozvı́te

• jaké jsou metody numerické matematiky pro řešenı́ ODR prvnı́ho a druhého řádu,

• jak lze vypočı́tat ODR s využitı́m integrace metodou Monte Carlo,

• jaké numerické metody jsou implementovány v knihovnách jazyka Python,

• kde nacházejı́ ODR uplatněnı́.

KLÍČOVA SLOVA
Eulerova metoda a jejı́ modi�kace, metody Rungeho-Ku�y, jednokrokové a vı́cekrokové me-
tody, počátečnı́ podmı́nky, linearizace
Náplň látky je popsána v následujı́cı́ch zdrojı́ch.

• De�nice ODR prvnı́ho a druhého řádu a metody jejich výpočtu jsou uvedeny napřı́klad
zde [16] nebo zde [14].

• Přehled metod pro výpočet ODR pomocı́ symbolických manipulacı́ (zejména dsolve)
knihovny SymPy lze nalézt zde [6].

• Numerické metody pro výpočet ODR prvnı́ho řádu lze nalézt napřı́klad zde [17].

• Přehled metod Monte Carlo pro výpočet ODR lze nalézt napřı́klad zde [19] nebo zde
[28].

• Implementace numerických metod v knihovnách jazyku Python NumPy a ScipPy lze
nalézt zde [3] a zde [4].

• Přı́klady implementace ODR do rozličných vědnı́ch oblastı́ lze nalézt napřı́klad zde [29].
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Výpočet vybraných ODR prvnı́ho a druhého řádu pomocı́ metod numerické matematiky lze
dále nalézt v e-learningovém systému MOODLE.

SHRNUTÍ
Po prostudovánı́ byste mı́t následujı́cı́ dovednosti a znalosti.

• Mı́t povědomı́ o počı́tačových metodách pro řešenı́ ODR a jejich soustav.

• Znát základnı́ metody numerické matematiky (Eulerova metoda a jejı́ modi�kace, me-
tody Rungeho-Ku�y).

• Mı́t povědomı́ o metodách Monte Carlo integrace vhodných pro řešenı́ ODR.

• Umět vyřešit ODR pomocı́ metod symbolické matematiky.

• Umět vyřešit ODR pomocı́ knihoven NumPy a SciPy a pomocı́ vlastnı́ch programů v
Pythonu.

OTÁZKY

1. Jaké jsou základnı́ metody pro řešenı́ ODR prvnı́ho řádu?

2. Jak lze ODR vyřešit pomocı́ metody Monte Carlo?

3. Jak lze vyřešit ODR vyššı́ch řádů?

OTÁZKY K ZAMYŠLENÍ

1. Je při řešenı́ ODR prvnı́ho řádu výhodnějšı́ uvažovat Monte Carlo integraci nebo
napřı́klad Eulerovu metodu?

2. Jaký je vliv kroku na přesnost výsledku?

ÚKOLY

1. Pomocı́ symbolické matematiky vyřešte neurčité ODR prvnı́ho řádu. Výsledek vizuali-
zujte.

2. Pomocı́ vybrané metody numerické matematiky vyřešte ODR jeden z předchozı́ho bodu
a porovnejte výsledky a složitost výpočtu.

3. Pomocı́ metody Monte Carlo vyřešte ODR a výsledky porovnejte s předchozı́mi meto-
dami.

4. Výsledky porovnejte z hlediska složitosti a rychlosti s vestavěnými funkcemi knihoven
NumPy a SciPy.
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